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RESUMO

Silva, Enzo Ferreira Tomaz. Controle Extremal Multivaridvel Baseado no Algoritmo do
Gradiente Sujeito a Saturag¢ao. 69 f. Dissertacao (Mestrado em Engenharia Eletronica)
- Faculdade de Engenharia, Universidade do Estado do Rio de Janeiro (UERJ), Rio de
Janeiro, 2025.

Esta dissertacao aborda o controle extremal multivariavel baseado no algoritmo do
gradiente sujeito a saturacao. Dois cenarios distintos sao investigados: saturagao agindo
na entrada da fungao a ser otimizada, a qual se aplica uma estratégia de compensagao
anti-windup, e saturacao afetando a estimacao do gradiente. Em ambos os casos, a ma-
triz Hessiana desconhecida é representada por meio de um modelo politépico incerto, e
condicoes expressas na forma de desigualdades matriciais lineares sao empregadas para o
projeto dos ganhos de controle estabilizantes. As condigoes propostas garantem a estabili-
dade exponencial da origem do sistema em malha fechada médio sob saturacao. Com base
nas condicoes de projeto propostas, os ganhos de controle podem ser obtidos em formato
matricial nao diagonal. Além disso, a estabilidade e a convergéncia sao rigorosamente
provadas por meio do Teorema da Média para sistemas dinamicos com lados direitos
Lipschitz continuos. Por fim, exemplos numéricos ilustram a efetividade dos algoritmos
de controle extremal propostos, confirmando a convergéncia em uma vizinhanca do ponto

6timo, mesmo na presenca de saturagao.

Palavras-chave: Controle extremal; Atuadores saturantes; Algoritmo do gradiente; Siste-

mas multivaridveis; Otimizacao convexa.



ABSTRACT

Silva, Enzo Ferreira Tomaz. Multivariable Gradient-Based Extremum Seeking Control
with Saturation Constraints. 69 p. Dissertation (Master in Electronic Engineering) -

Faculty of Engineering, State University of Rio de Janeiro (UERJ), Rio de Janeiro, 2025.

This dissertation addresses the multivariable gradient-based extremum-seeking con-
trol subject to saturation. Two distinct saturation scenarios are investigated here: sa-
turation at the input of the function to be optimized, addressed using an anti-windup
compensation strategy, and saturation affecting the gradient estimate. In both cases, the
unknown Hessian matrix is represented using a polytopic uncertainty description, and
sufficient conditions in the form of linear matrix inequalities are derived to design a stabi-
lizing control gain. The proposed conditions guarantee exponential stability of the origin
for the average closed-loop system under saturation constraints. With the proposed design
conditions, non-diagonal control gain matrices can be obtained. Stability and convergence
are rigorously proven using the Averaging Theory for dynamical systems with Lipschitz
continuous right-hand sides. Numerical simulations illustrate the effectiveness of the pro-
posed extremum-seeking algorithms, confirming convergence to the neighborhood of the

optimum point even in the presence of saturation.

Keywords: Extremum seeking control; Actuator saturation; Gradient algorithm; Multiva-

riable systems; Convex optimization.
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INTRODUCAO

O controle extremal (ESC, do inglés Extremum Seeking Control) é uma estratégia
de otimizacao adaptativa, em tempo real e livre de modelo. A proposta dessa técnica é
encontrar um ponto 6timo, dado que uma fungao desejada (com parametros desconheci-
dos) seja maximizada ou minimizada, isto é, que seu extremo seja atingido [2,3]. Desde
a primeira andlise de estabilidade desenvolvida em [4], diversos esforgos tém sido feitos
para estender o ESC a diferentes classes de mapas e problemas de controle: sistema com
atraso temporal [5], mapas em cascata com equagoes diferenciais parciais [6-8], jogos co-
operativos com equilibrio de Nash [9,10] e controle acionado por eventos [11]. Todavia,
esses estudos lidam com o ESC livre de efeitos de saturacao.

Sabe-se que, na pratica, restricoes na entrada podem surgir devido a limitagoes
fisicas e operacionais [12-14]. Se a presenga de restrigdes na entrada nao for propriamente
analisada e levada em conta na sintese de controle, o desempenho do sistema em malha
fechada pode ser deteriorado ou até mesmo levar a instabilidade do sistema. No con-
texto do ESC, as restricoes de entrada foram tratadas empregando uma perspectiva de
otimizacao limitada.

Em [1], o problema de ESC foi tratado considerando uma nao-linearidade de sa-
turagao rigida que restringe a entrada em um esquema de ESC baseado em gradiente para
otimizar mapas quadréticos escalares. Embora um compensador anti-windup (AW) seja
sugerido nesse trabalho, os autores também afirmam que é dificil demonstrar rigorosa-
mente que o mecanismo AW funciona. Por esse motivo, os autores propoem esquemas
de ESC baseados em funcoes de penalidade e estabelecem relagbes com a compensacao
AW. Visto isso, hd uma limitacao na demonstragao explicita da estabilidade e no projeto
sistematico do ganho de controle da compensagao AW.

Em [15], um problema de controle LQ de horizonte finito foi resolvido por meio
de ESC, utilizando o operador de projecao para lidar com as restricoes na entrada e
introduzindo um ESC discreto baseado em Newton. Entretanto, o trabalho restringe-se
ao caso de entrada escalar e nao fornece garantias explicitas de estabilidade da trajetoria
do sistema em malha fechada. Além disso, o método requer o conhecimento completo da
matriz Hessiana associada ao problema de otimizacao.

Uma compensacao para o ESC foi empregada também em um ESC baseado em
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observador para um processo de destilagdo por membrana em contato direto [16]. A com-
pensacao AW também é empregada no caso multivariavel, adicionando um compensador
a cada canal de entrada, constituindo, assim, um compensador AW descentralizado.

Para a classe de sistemas de controle nao lineares em tempo discreto, a referéncia [17]
propoe um ESC proporcional e integral com um mecanismo AW discreto no tempo. Nesse
trabalho, a saturacao do atuador é tratada como uma consequéncia direta da presenca
do sinal de excitacao empregado na estimacao do gradiente. Para mitigar esse efeito, os
autores introduzem, no caso SISO, um método adaptativo de atualizagao da amplitude do
sinal de excitacao, a fim de evitar violagoes persistentes dos limites de saturacao. Logo, a
saturacao é vista como um efeito indesejado do sinal de excitagao, nao como uma restrigao
operacional.

Em [18], um esquema de ESC é apresentado para o controle operacional de pro-
cessamento de minerais, considerando tanto a regulagao dos indices operacionais quanto
a maximizacao da produtividade. Para lidar com restricoes na entrada, uma funcgao de
saturagao ¢ aplicada a cada entrada, e uma funcao pénalti é adicionada para penalizar
entradas que infringem a regiao de trabalho permitida.

Diferentemente dos artigos mencionados anteriormente que lidam com restri¢oes
rigidas de saturacao, a referéncia [19] lida com a limitagdo de entrada empregando um
método baseado em uma funcao de barreira, de modo que as restricoes de entrada sejam
satisfeitas, desde que a inicializacao paramétrica produza condi¢oes operacionais que nao
violem as restrigoes.

Mais recentemente, [20] investigou a abordagem baseada em penalizagao AW de [1]
para esquemas de ESC baseados em Newton com derivadas de ordem superior, sob sa-
turagao de entrada. Diferentemente do estudo inicial [1], os autores de [20] concentraram-
se na otimizagao da velocidade de compensacao da funcao de penalidade incorporada ao
mapa nao linear. No entanto, a analise é restrita ao caso SISO e nao sao fornecidas
condicoes sistematicas de projeto dos ganhos de controle.

Apesar dos avangos no tratamento com o ESC saturado usando abordagens com
fungdes AW e de penalidade, as solugoes existentes na literatura geralmente estao limi-
tadas ao caso escalar. Em particular, quando o caso multivaridvel é considerado, uma
estratégia descentralizada de compensagao AW é empregada em cada canal de entrada.

Além disso, nenhum desses trabalhos propoe condigoes para projetar o ganho de adaptagao
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realimentado e o ganho do compensador AW. Em contraste, alguns trabalhos, fora do con-
texto de ESC, lidam com a saturacao no atuador, usando técnicas de compensacao AW e
fornecendo condigoes construtivas e numericamente implementaveis para projetar contro-
ladores por meio de solugoes de otimizacao baseadas em desigualdades matriciais lineares
(LMIs, do inglés Linear Matriz Inequalities) [21-23]. Entretanto, as solugbes requerem
conhecimento de um modelo da planta a ser controlada e nao lidam com otimizacao em

tempo real, o que difere das estratégias de ESC.

Objetivos e Contribuicoes

Esta dissertacao trata do ESC baseado no algoritmo do gradiente sujeito a res-
tricoes de saturacao. Especificamente, dois cenarios distintos sao investigados: saturacao
presente na entrada do mapa a ser otimizado e a saturacao na estimativa do gradiente.
Em ambos os cendrios, o objetivo é projetar o ganho de controle do ESC e demonstrar
que as trajetérias do sistema convergem para uma vizinhanga do ponto 6timo.

Para o primeiro caso, emprega-se um esquema de compensacao AW para garantir
a estabilizacao exponencial global do sistema médio. Para isso, propoe-se uma condicao
de sintese na forma de LMIs. Para o segundo caso, uma condi¢ao de estabilizacao local
para o sistema médio é obtida, também expressa na forma de LMIs. Em ambos os casos,
para obter as condicoes de sintese, a matriz Hessiana desconhecida do mapa quadratico
¢ modelada considerando uma representacao por incerteza politépica. Destaca-se que
a metodologia de projeto apresentada permite a obtencao de ganhos de controle nao
diagonais, oferecendo maior flexibilidade no projeto de controle em comparagao com os
ganhos diagonais tipicamente escolhidos a priori na literatura sobre ESC multivaridvel.

Em ambos os casos, a convergéncia das trajetorias para uma vizinha do ponto
otimo ¢ garantida, invocando-se o Teorema da Média para sistemas com nao linearidades
Lipschitz, apresentado no Apéndice A. Este resultado também constitui uma contribuicao
dessa dissertacao e pode ser visto como uma aplicacao do resultado mais geral descrito

em [24].
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Estrutura da Dissertagao

No Capitulo 1, o problema cléssico do controle extremal multivariavel sem res-
trigoes de saturagao é apresentado [2]. A dinamica média do sistema em malha é apresen-
tada adotando-se a representacao de incerteza politépica proposta. Com isso, estabelece-
se uma condicao de projeto do ganho estabilizante, na forma de LMIs, para assegurar a
estabilidade exponencial do sistema médio em malha fechada. Finalmente, a convergéncia
para uma vizinhanca do ponto étimo do ESC é demonstrada pelo Teorema da Média
de [25].

No Capitulo 2, aborda-se o caso em que o sistema esta sujeito a saturacao na
entrada do mapa estatico a ser otimizado, o que impoe uma restricao a faixa de operacao
do atuador. Para lidar com a restricao na entrada, uma estrutura de compensagao AW
é incorporada ao esquema de controle. A funcao de saturacao é representada por uma
funcao de zona morta, permitindo adotar uma condicao de setor generalizada, que pode
ser incorporada para obter, na forma de LMIs, uma condigao que assegura a estabilizagao
exponencial do sistema médio. A convergéncia do sistema para uma vizinhanca do ponto
6timo é demonstrada invocando o Teorema da Média apresentado no Apéndice A.

No Capitulo 3, considera-se o case em que a saturacao é imposta na estimacao
do gradiente. Esse cendrio é interpretado como um limitante a taxa de atualizacao do
sistema. Da mesma forma que no capitulo anterior, uma condicao de setor generalizada
é empregada para analisar o sistema médio em malha fechada, considerando a nao linea-
ridade de zona morta. Uma condicao de projeto também é obtida para assegurar a esta-
bilizacao exponencial do sistema médio e a convergéncia do sistema para uma vizinhanca
do ponto 6timo também é demonstrada invocando o Teorema da Média apresentado no
Apéndice A.

Finalmente, a conclusao da dissertagao é apresentada no ultimo capitulo, elencando
os principais resultados alcancados e os futuros desafios que podem ser estudados com as

técnicas desenvolvidas neste trabalho.
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1 CONTROLE EXTREMAL BASEADO NO ALGORITMO DO
GRADIENTE

Neste capitulo, apresenta-se o ESC multivariavel baseado no algoritmo do gradi-
ente. Inicialmente, serd detalhado o funcionamento do ESC, incluindo a descricao do
sistema em malha fechada e a andlise de estabilidade com base no Teorema da Média.
Como primeira contribuicao desta dissertacao, a partir de uma descricao politépica da
matriz Hessiana, propoe-se um método de otimizacao convexa baseado em LMIs. A prin-
cipal vantagem desta abordagem ¢ a sistematizagao do projeto do ganho de controle para
o ESC multivariavel, evitando-se hipdteses e restricoes quanto a estrutura da matriz de
ganho estabilizante. Os resultados de simulacao sao apresentados para ilustrar a eficécia

e a aplicabilidade da condi¢ao de projeto proposta.

1.1 Formulagao do problema

A utilizacao da técnica de estimacao de gradiente confere ao ESC a capacidade
de inferir a dire¢ao de aumento ou diminuicao do desempenho de um sistema a partir de
pequenas perturbagoes e medigoes da resposta, sem a necessidade de conhecer o modelo
matematico da funcao.

Para a formulacao do problema de ESC multivaridvel baseado no algoritmo do
gradiente [2], considere o diagrama apresentado na Figura 1.

0(t L
() 1o 10

D>
S
~~
SN——
w |
Q
~
N——

S(t) M(t)

Figura 1: Diagrama de blocos de um sistema de controle extremal multivaridvel cléssico
baseado no algoritmo do gradiente.

Na Figura 1, o objetivo é fazer com que a saida y(t) € R alcance o ponto étimo
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@* € R desconhecido do mapeamento. Para isso, a ideia do ESC consiste em aplicar
pequenas perturbagoes, dadas por M(t) e S(t), a serem definidas posteriormente, de
modo que a entrada do mapa, 6(t) € R", convirja para uma vizinhanga do otimizador

0* € R™ desconhecido do mapeamento. Considere que a saida é definida por

onde Q(+) : R™ — R é um mapa néo linear estdtico, que satisfaz a seguinte hipétese.

Hipétese 1.1. O mapa estdtico nao linear € continuamente diferencidvel e € representado

pelo sequinte mapa localmente quadrdtico em torno do ponto otimo:
1
QD) = Q" + 5(0(1) — ") TH(O(1) — ), 2

onde y* € R € o valor 6timo desconhecido da saida, * € R™ € o ponto dtimo desconhecido

e H € R™™ ¢é a matriz Hessiana desconhecida.

Em particular, a equagao (2) mostra que se o mapa é localmente quadrético, a me-
todologia desenvolvida neste trabalho pode ser aplicada em uma vizinhanca do extremo.
Essa suposicao é pouco restritiva, uma vez que qualquer fun¢ao nao linear Q(-), duas vezes
continuamente diferenciavel, admite uma aproximacao quadratica na vizinhanca de seu
extremo. Portanto, todos os resultados de estabilidade apresentados neste trabalho sao
validos, ao menos, localmente. Para mapeamentos que nao sao localmente quadraticos e
que podem nao garantir estabilidade exponencial do sistema médio, a abordagem em [26)]
pode assegurar estabilidade prética assintética (em vez de exponencial).

Além disso, a saida do integrador fornece a estimativa é(t) € R" do ponto 6timo

0*. Assim, pode-se definir o erro de estimacéo 6(t) como
0(t) = 0(t) — 0. (3)
Analogamente, o sinal §(t) aplicado ao mapa pode ainda ser expresso como

0(t) = 0(t) + S(t). (4)
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Substuindo (4) em (3), tem-se que o erro de estimagao é
0(t) = 0(t) — S(t) — 0", (5)
a partir do qual pode-se obter a seguinte relagao
O(t) — 0" = 0(t) + S(t). (6)
Por sua vez, a estimativa do gradiente é obtida por
G(t) = M(t)y(t), (7)

onde os sinais de excitacao e de demodulagao sao definidos de forma a evitar a sobreposicao
de sinais associados a diferentes frequéncias, prevenindo, assim, o aliasing e a interferéncia

espectral, conforme apresentado em [27].

-
S(t) = [al sen (wit) -+ ay,sen (wnt)} ; (8)
T
_ |2 2
M(t) = [H sen (wyt) --- o= sen (wnt)} ) (9)
onde a;, para todo ¢ = 1,...,n, sao amplitudes nao nulas dos sinais de excitacao, e as

frequéncias deles sao selecionadas seguindo a hipotese

Hipétese 1.2. Para uma dada frequéncia angular w > 0, as frequéncias de excita¢ao sao

selecionadas de modo que

onde w, € um numero racional que satisfaz
/ ¢ / 1( / + /) / _|_ 2 / / :l: / (11)
Wi Wir G\ T W)y Wy T S, Wy L 0

para todo i, j,k=1,....,n el.

A partir da equagao (7) e utilizando a relagao em (6), pode-se descrever a estimativa
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do gradiente da seguinte forma:

Glo) = M) (@ + 5160) ) HI6() - 9 (12)

= (o) (@ + 5(00) + S()THE) + 50 (13)

a qual pode ainda ser expressa como

Glt) = M(H)Q" + %M(t)ST(t)HS(t) L MBS HA) + %M(t)éT(t)Hé(t). (14)

A partir do esquema apresentado na Figura 1, tem-se que o sinal de entrada do

integrador é a derivada temporal de 0(t). Logo, derivando-se (3), tem-se que
a(t) = 6(t) (15)

visto que a derivada temporal de 8* é nula, pois o ponto 6timo é uma constante. Dessa
forma, a dinamica do erro de estimacao é igual a dinamica de estimacao.
De forma similar, pode-se estabelecer a seguinte relagao entre a estimativa do

gradiente e a dinamica do erro de estimacao:
a(t) = KG(1b). (16)

Conforme estabelecido nos objetivos deste trabalho, um dos cenarios investigados
consiste na saturacao no sinal de estimacao do gradiente. Com o propdsito de caracte-
rizar a dinamica da estimacao do gradiente, tanto na presenca quanto na auséncia de
saturagao, a dinamica do erro de estimagao obtida em (16) é reorganizada a partir da
derivada temporal em (14). Em seguida, obtém-se um modelo dindmico que relaciona

explicitamente a derivada temporal da estimacao do gradiente com o préprio estado do
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gradiente estimado.

G(t) = M(t (17)
- (%M HS(t) + %M(t)ST(t)HS(t) - 1M(t)SWt)HS(t))
+ <M O THOE) + M®)S()THO®) + M(t)S(t)Tﬂé(t))

(2 (007 (1) HA(t) + ;M(t)éT(t)Hé(t)+%M(t)éT(t)Hé(t)).

Aplicando a mesma andlise da simetria feita anteriormente

G(t) = M(t (18)
4 GM HS(t) + M(t)sT(t)HS(t))
+ (M (T HOE) + M6)SO)THIE) + M(t)s<t)THé(t))

(GO O i) + M ).

Um resultado importante obtido em [11] permite que (18) seja reorganizado da seguinte

forma. Definindo-se

Qt)y=M@t)S"(HH, (19)

a multiplicagao expressa em (19) pode ser expandida como

5—1 sen (wyt)

aj sen (wit) -+ apsen (wnt)] =
% sen (wyt)
2 sen?(wt) -+ 2% sen(wit)sin(wnt)
asin(wit)sin(wpt) - 2 sen?(wpt)

onde os elementos da matriz resultante sao

sen®(wit) = 1 — cos(2w;)

sen(w;) sen(w;) = %(cos(u}i — w;) — cos(w; +wj)).
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Utilizando a identidade trigonométrica sen(z) sen(y) = 1 (cos(z — y) — cos(z +y)),

define-se uma matriz matriz A(t) onde

Ayi(t) = cos(2w;t), (20)
Aji(t) = % cos(w;t —w;t) — a—j: cos(wit 4+ wjt). (21)
Assim,
1—Ap(t) - Ay, (1)
: : =1+ A(t).
Ay (1) e 1= A1)

Portanto, pode-se reorganizar (19) como
Qt)=M®)ST(t)H = H+ A(t)H, (22)

e reescrever (18)

™

G(t) = (H + AQH)I(W) + v(t), (23)

substituindo por (16)
G(t) = (H + A H)KG() + v(t), (24)

onde

. 1. ) .

v(t) = M(t)Q" + QM(t)ST(t)HS(t) + M()ST()HS(t)) + M(t)S(t) T Ho(t) (25)

. ~ 1 . ~ ~ ~ 3
+ M(t)S(t) " HO(t) + 5M(t)eT(t)He(t) + M) (t)HO(t).

Apds o desenvolvimento das equacoes que descrevem a dinamica de G’(t), verifica-se que
a estrutura resultante nao ¢ trivial para a analise de estabilidade nem para o projeto
do ganho estabilizante K. Uma ferramenta capaz de simplificar sistemas dessa natureza
¢ o Teorema da Média, apresentado em Khalil [25]. A partir desse teorema, é possivel

estabelecer uma relacao entre o sistema original e o seu sistema médio, o que permite

simplificacoes analiticas e facilita o estudo da estabilidade.
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1.2 Sistema em malha fechada médio

O método da média é aplicado a sistemas da forma
T=cf(t,x,e) (26)
onde € é um parametro pequeno positivo e f(t,z,e) é T-periddico em ¢; isto é,
ft+T,x,e) = f(t,z,e), V(t,x,e) €[0,00) x D x [0,¢&0] (27)

para algum dominio D € R". O método aproxima a solucao do problema por uma
solugao do sistema médio, obtido através de f(t,x,¢) em ¢ = 0. Consequentemente, a

representacao média desse sistema é

T =cf(x). (28)

Portanto, ¢é estabelecido o seguinte teorema.

Teorema 1.1. Seja f(t,x,¢) e suas derivadas parciais em relagdo a (x,€), até a sequnda
ordem, continuas e limitadas em (t,x,¢) € [0,00) x Dy x [0,¢0], para qualquer conjunto
compacto Dy C D, onde D € R™ é um dominio. Sejam x(t,e) e Tq(ct) as solugoes

de (26) e de (28), respectivamente.

o Se xq(t) € D, Vite(0,2], ex(0,6) — 24(0) = O (¢), entdo existe £* > 0 tal que

para todo 0 < & < €*, xz(t,e), € definido e

z(t,e) — Tay(et) = O (g) em [0,b/¢]

o Se a origem x =0 € D € um ponto de equilibrio exponencialmente estdvel de (28),
X € D € um subconjunto compacto a sua regido de atracdo, x.,(0) € 2, e x(0,e) —

Tay = O (€), entao existe €* > 0 tal que para todo 0 < & < e*, x(t,e), € definido e

x(t,e) — Ta(et) = O (g) Vit €0, 0]

e Se a origem x = 0 € D é um ponto de equilibrio do sistema médio (28), entao

existem constantes positivas €* e k tal que para todo 0 < & < £*, (26) tem uma
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solugao tnica, exponencialmente estdavel, com periodo T e solugdo média T(t,e) com

a propriedade ||Z(t,e)| < ke.

Demonstra¢ao. A demonstracao desse teorema pode ser consultada em [25, Se¢ao 10.4].

]

Apés a definigdo do Teorema 1.1 que serd aplicado sobre (24), é construido o

sistema médio em malha fechada para a dinamica da estimacao do gradiente.

Hipétese 1.3. Na andlise do sistema médio, assume-se que o erro de estimacao é(t)
permanece constante ao longo de um periodo T', de modo que sua deriwvada pode ser consi-
derada desprezivel, isto €, é(t) ~ 0. Em outras palavras, existe um w > 0, suficientemente
grande, tal que é(t) varia numa escala de tempo muito mais lenta do que as oscilacoes en-

contradas nos sinais de excita¢ao (8) e (9). Assim, garante-se a existéncia de um periodo

T.

Wj

1
T:QWXMMC{—}, i=1,2,...,n, (29)

onde MMC denota o minimo multiplo comum. A mudanca de escala de tempo do sistema

em (24) consiste em uma transformagio T = wt, onde
wi= —. (30)

Iniciando a anélise média em A(7), considerando (20) e (21), observa-se um con-
junto de cossenoides que sao peridédicas em T, continuamente derivaveis e suas frequéncias
possuem a relacao (11), entao, utilizando o Teorema Fundamental do Célculo [28], a

média sobre um periodo é nula:

1 /7
Nijow = —/ cos(2w;d) dd = 0,
T Jo

1 (T a, ,
Aijav = T/() a_J COS(wié - w]6> - & COS(wi(S + wJ5> dé = 0.

a; i

Seguindo para o sinal v(t), hd v; = M(7)Q*: como M (t) é um conjunto de se-

noides, ela é T-periddica e continuamente derivavel, e Q* constante, utilizando a mesma
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ferramente acima:

1T
Vigy = f/o M((s)Q* dd

1T .
v = | 8@ dr (@)
M(T) = M(0) Q" = 0

(M(0) — M(0)) @ = 0.

Vigy = f(
1
T

Vigy =

M(t)ST(t)HS(1):

Analisando vy =

l\')l»—A

n

V2av(ij) = Z % cos(w;t)a; sen(w;t) H;;a; sen(w;t)
ig=1 "

considere uma constante C; ; = w;a; H;;.

n

V2av(ij) = Z C;; cos(w;t) sen(w;t) sen(w;t)
ij=1

V240 (ij) / Z C; j cos(w;0) sen(w;0) sen(w;d) do

i,7=1

V2av(if) = Z Ci; / cos(w;0) sen(w;d) sen(w;0) do
1] 1
usando o Teorema Fundamental do Calculo, a integral da combinacao de seno e cosse-
;) = 0. Analogamente, pode-se concluir que M@)ST(t)HS(t)),
M@t)S(t)THO(t) e M(t)S(t)T HA(t) possuem média nula pela demonstracio acima.
Finalmente, utilizando a Hipdtese 1.3, os termos %M(t)éT(t)Hé(t) e M(1)07T (t)HO(t)

nos € nula; logo, vag,(

também possuem média nula.
Dessa forma, apés os célculos acima, A, (t) e vg,(t) sdo nulos na andlise média.

Portanto, o sistema médio da dinamica (24) com a mudanga temporal:

G (t) = HEK Gy (1). (31)
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1.3 Representacao politopica da matriz hessiana

Em geral, as metodologias de Controle Extremal (ESC) assumem como premissa
que a matriz Hessiana desconhecida é definida negativa ou definida positiva, a depender
de o ponto 6timo corresponder a um maximo ou minimo da funcao de custo, respectiva-
mente. Com base nessa propriedade, costuma-se associar uma estrutura diagonal definida
negativa (ou positiva) a matriz de ganho K.

No entanto, essa abordagem nao ¢ direta, uma vez que o projeto do ganho K
ainda precisa ser realizado, sendo geralmente ajustado de forma empirica. Para contornar
essa limitacao, este trabalho propoe o uso de uma representacao politépica da matriz
Hessiana, a qual possibilita incorporar explicitamente a incerteza estrutural dessa matriz.

Essa formulagao é enunciada na hipétese apresentada a seguir
Hipétese 1.4. A Matriz Hessiana desconhecida assume valores dentro do dominio poli-
topico:

H = co{Hy,...,Hx}, (32)

onde N é o numero de vértices do politopo e H; € R™" ¢ = 1,... N, sao matrizes

simétricas conhecidas.

Sob a Hipoétese 1.4, qualquer matriz desconhecida H € 5 pode ser parametrizada

como:
N

H=H(a)=)» oH, (33)
i=1

onde a = (ay,...,ay) é o vetor de parametros fixos, porém desconhecidos, que pertence

ao seguinte simplex unitario:

N
E:{aeRN:§ ai:LaiZO,i:l,...,N}. (34)
i=1
Com a parametrizagao politépica em (33), a matriz Hessiana continua desconhecida; ape-
nas os vértices do dominio politépico precisam ser conhecidos. Note que, para manter a
consisténcia, as matrizes dos vértices devem ser todas definidas positivas ou negativas, de-

pendendo se o problema é de minimizacao ou maximizacao. Além disso, o politopo pode
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ser obtido utilizando diferentes representacoes de incerteza. Por exemplo, assumindo que
MI < H < X\, pode-se escolher Hy = A\l e Hy = A1, obtendo-se um politopo com
dois vértices. Alternativamente, pode-se introduzir uma incerteza sobre uma estimativa
da Hessiana nominal Hy, tal que H = Hy + dHy, |6] < 6, o que permite a construcio de
um poliedro de dois vértices definido por Hy; = (1 — §)Hy e Hy = (1 + 0)Hy. Também
é possivel atribuir limites distintos aos elementos de uma matriz Hessiana incerta. Por
exemplo, se H for de ordem dois, como
hir o

H = (35)
h12 h22

e assumindo que |hy1| < 01, |hia| < 6, € |hoe| < d3, pode-se construir um poliedro com oito
vértices (27, sendo p = 3 o nlimero de parametros incertos, hi, hi2, € hoy) combinando os

limites desses parametros. De forma mais geral, considerando uma representagao afim:
H=To+6I'1+...+4,0,, (36)

onde |§;| < d; and T';, i = 0,1,...,p, sdo matrizes conhecidas, constrdi-se a representagao
politépica para H com 2P vértices. Por exemplo, a matriz incerta (35) pode ser represen-

tada na forma (36) com §; = hqy, 62 = hy2, 03 = hog,

Gon(t) = H() K Gan(1). (37)
1.4 Analise da estabilidade

Nesta secao, propoe-se uma condicao de projeto, na forma de LMIs, para obter um
ganho de controle K € R™ ™ que assegura que a origem do sistema médio em malha (37)
seja exponencialmente estavel. Em seguida, invocando-se o Teorema da Média (1.1),
mostra-se que as trajetérias do ESC convergem exponencialmente para uma vizinhanca

do ponto étimo.
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1.4.1 Desigualdades matriciais lineares

As LMIs constituem uma classe de restrigdes convexas expressas na forma

n
F(z)=Fy+ g xi F; <0, (38)

i=1
onde x = (x;,...,x,) é 0 vetor que contém n numeros reais, chamados de varidveis de
decisao. As matrizes Fy, ..., F; sao simétricas, ou seja, F; = F jT. Por fim, a desigualdade

em (38) indica que a matriz ¢ definida negativa. Isso significa que u' F(z)u < 0 para todo
vetor real nao nulo u. Como todos os autovalores de matrizes sdo reais, a condi¢ao (38)
equivale a afirmar que todos os autovalores de F'(z) sdo negativos. De forma equivalente,
tem-se que o maior autovalor de F'(z) satisfaz Apax(F'(z)) < 0.

Em sistemas de controle, as LMIs aparecem em varios contextos, como analise de
estabilidade, p-sintese, minimizagao de valores singulares, avaliacao de funcoes de custo
quadréticas e diversos outros [29]. Em geral, essas condigoes sao obtidas do método direto

de Lyapunov [29].
1.4.2 Projeto do ganho de controle estabilizante

Agora, sao definidas condigoes de projeto para obter o ganho de controle K € R™*"”
que estabiliza exponencialmente a origem da dinamica média da estimativa do gradiente
definida em (37).

Considere a seguinte fungao de Lyapunov candidata
V(Gay) = G PGy, (39)

onde P = P > 0 assegura que V(G) > 0, VGa # 0. A partir dessa funcao, é possivel
desenvolver uma condicao de projeto do ganho K na forma de LMIs, conforme estabelecido

no seguinte Lema.

Lema 1.2. Seja n > 0 um escalar dado. Se existir uma matriz definida positiva X €

R™ ™ uma matriz L € R™" tais que

L'"H;+ HL+2nX <0, i=1,...,N, (40)



28

entao a origem do sistema médio em malha fechada € exponencialmente estdvel com taza

de decaimento 7).

Demonstra¢ao. Assuma que as condigoes em (40) sejam verificadas. Entéo, obtém-se uma
matriz X definida positiva. Logo, assegura-se que X ¢ invertivel. Assim, multiplicando-
se (40) por P = X! & esquerda e a direita e fazendo a mudanga de varidveis K = LX 1,
tem-se que

K'"H,P+ PH,K +2nP <0, i=1,...,N. (41)
Segue entao de (41) e (33) que
K"H(a)P + PH(a)K < —2nP, (42)
ou ainda, equivalentemente, que

V(Gay(t)) < =20V (G (1)), (43)

~

onde V(G,y) é dada em (39). A partir do Lema da Comparagao [25], é possivel concluir
de (43) que

V(Gay(t) < eV (Gay(0)). (44)
Dado que
Amin(P)|Gav I < V(Gav) < Amax(P)||Gav|, (45)
segue de (44) e (45) que
G (8)]| < me™ (|G (0)]], (46)

onde kK = \/ Amax(P)/Amin(P). Portanto, a origem de (37) é exponencialmente estével.

Isto conclui a demonstracao. O



29

1.4.3 Convergencia exponencial para uma vizinhanca do extremo

O Lema 1.2 estabelece uma condicao de projeto para o ganho de controle que
garante a estabilidade exponencial regional do sistema médio em malha fechada descrito
por (31). Em seguida, apresenta-se o resultado principal, no qual se demonstra a con-

vergéncia exponencial local para uma vizinhanca do extremo por meio do Teorema 1.1.

Teorema 1.3. Considere o ESC na Figura 1 e as Hipoteses 1.1, 1.2 e 1.4, como também
a correspondente média da dinamica em malha fechada guiando a estimacao do gradiente
m (37). Se as condigoes do Lema 1.2 sdo satisfeitas, entao, para w > 0 suficientemente

grande em (10), entao existem constantes kg, Ky, n > 0, tais que:
1
10(t) — 0*|| < Rge ™ + O <a + a) , (47)
1
b0 - @ < e+ 0 (a4 ). (48)

onde a = /Y ., ai,com a; definido em (8)-(9), e kg e R, sio constante que dependem

da condig¢ao inicial 6(0).

Demonstracao. Pelas equagoes (14) e (19), e lembrando que A,,(t) = 0, deduz-se que
Gay(t) = HO,y (1), (49)

desde que os outros termos também possuem média nula.

Reescrevendo a fungao de Lyapunov em (39) como
V(0y) = 0] PO, (50)

onde P = HPH é uma matriz simétrica definida positiva, desde que P seja simétrica e

definida positiva e H simétrica. Assim, é possivel encontrar

16 (B)1] < wge™" | (0)], (51)

onde Ky = \/ Amax(P)/Amin(P). Desde que o sistema médio em malha fechada é exponen-

cialmente estavel de acordo com (51), aplicando o Teorema 1.1, com ¢ := 1/w); conclui-se
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que:

Ao aplicar a desigualdade triangular, obtém-se que

I < e 0+ 0 (). (53)

Com base no Teorema da Média, é possivel concluir que

G0~ Gutoll < 0 (1) (54)

De maneira analoga, aplica-se a desigualdade triangular para se obter
. eyl A 1
1GOOI < ke GO)[ + 0 ~ . (55)
De (6) e (53), a seguinte relagdo pode ser deduzida:
1
1606~ 01| < " 10) ~ 0+ 0 (a4 ). (56)

resultando em (47), com kg = Kg||0(0) — 6.

Seja o erro da saida

Calculando sua norma e aplicando a desigualdade de Cauchy—Schwarz, tem-se que

g = ly(t) — Q| = |(6(t) — ") H(0(t) — 07)| (58)
< [lHl1o(t) — 1" (59)

A partir de (56), é ainda possivel de obter

- _ . 2a 1
301 < e >1000) - 0+ 0 (a2 4+ 224 ). (60)

w?

Desde e > 721 ¢ g + 1, > 2w—a, para w > 0 e a > 0, pela desigualdade de Yuong,

w2
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verifica-se
* = =2t 2 1
b0 - @< R+ 0 (@4 ), (61)
onde
Ry = kgl H[[|0(0) — 0|7,
resultando na desigualdade (48). Isto conclui a demonstragao. O]

1.5 Resultados numéricos

Nesta secao, sao apresentados os resultados obtidos apds a implementacao da teoria
desenvolvida ao longo desse Capitulo para o projeto do ganho estabilizante K, tomando
a Hessiana uma matriz aleatéria dentro de um conjunto politépico.

As simulagoes foram feitas usando uma matriz Hessiana de referéncia H, usada
em [27]:

100 30
30 20

(62)

onde os vértices do politopo foram obtidos usando a estrutura em (35). Dessa forma, os

vértices foram construidos usando é = 0.1. Assim

90 27 110 33
H.
27 18 33 22

—
I
@

[N}

I
—~
D
w
~—

A matriz aleatéria desconhecida gerada foi

100.5500 30.1650
30.1650 20.1100

(64)

A Figura 2 apresenta o conjunto de incerteza da matriz Hessiana. Nesta figura, é possivel
visualizar a regiao onde a matriz Hessiana desconhecida aleatoria foi gerada para o projeto

do ganho de controle.
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|—Politopo convexo o« Hy « Hy - H*|

22
2 20
T
18
90
95
100
105 32
30
Hy, 110 28
Hy

Figura 2: Representacao do conjunto de incerteza da matriz Hessiana.

O ganho estabilizante K obtido apés a solugao da LMI definida em (40) é

K —0.0659 —0.0201 ' (65)
0.1994 —4.5737 x 107°

Destaca-se que mesmo com um termo relativamente pequeno presente na matriz

do ganho de controle K, o produto K H* permanece Hurwitz.
Para a simulagao, as frequéncias dos vetores de excitacao (8) e (9) sdo escolhidas
como wy = 50 rad/s e wy = 70 rad/s, as amplitudes das perturbagoes sdo a; = as = 0.1.
Além disso, as simulagoes foram realizadas considerando a condicio inicial 6(0) = [2.5 6]"
e uma taxa de decaimento exponencial n = 0.1. Por fim, as frequéncias de corte utilizadas
para o filtro passa-baixas e para o passa-altas foram w; = 5 rad/s e w, = 7 rad/s,
respectivamente. Os resultados mostram que o ganho projetado assegura a estabilidade

do controle extremal.
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10+

~ o o

(a) Trajetéria da entrada 6(t).

400 T T T T
300 |
200 }
100}
10 . . . .
0 10 20 30 40 50

(b) Trajetéria da saida y(t).

15 . :
|—ua(t) —us(2)|
10+
5
0 —vonmn,
_5 1 1 1 1
0 10 20 30 40 50

(c) Trajetoria do sinal u(t).

Figura 3: Trajetorias do ESC em malha fechada, com o ganho de controle projetado
conforme o Lema 1.2.
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1.6 Conclusao

Este capitulo tratou do controle extremal multivaridvel baseado no algoritmo do
gradiente, considerando a Hessiana desconhecida em um politopo convexo. Utilizando
uma funcao de Lyapunov candidata, estabeleceu-se uma condicao de estabilidade para o
sistema médio. Com base no Teorema da Média, garantiu-se a convergéncia das trajetdrias
em uma vizinhanga do ponto 6timo. Assumindo uma incerteza politépica na matriz Hessi-
ana, fol proposta uma condigao construtiva para o projeto do ganho estabilizante. Assim,
desenvolveu-se um método sistematico para projetar o ganho K, dispensando ajustes
empiricos. Simulagoes ilustraram a eficacia da abordagem proposta em comparacao com
estruturas tradicionais da literatura.

Nos proximos capitulos, a analise serd estendida considerando o efeito da saturacao

no sistema apresentado na Figura 1, imposta em dois cendrios:
1. Saturacao no vetor de entrada do mapa 6(t);

2. Saturagao no sinal que antecede o integrador, ou seja, no sinal K G’, onde K € R™"

¢ o ganho do algoritmo do ESC.
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2 CONTROLE EXTREMAL SOB SATURACAO NO ATUADOR

Conforme destacado em [12], a saturagao de atuadores impoe desafios significativos
ao projeto de sistemas de controle, resultando em desempenho degradado e na ocorréncia
do efeito integrador windup. Esse efeito manifesta-se quando o controlador possui agao
integral e o erro continua se acumulando devido ao efeito de saturagao, o que pode ocasio-
nar elevagao do sobressinal, aumento do tempo de convergéncia do sistema ou até mesmo
instabilidade. Diante desse problema, diversas pesquisas tém sido desenvolvidas com o ob-
jetivo de mitigar seus efeitos, como apresentado em [30] e nas abordagens de estratégias de
AW implementadas em diferentes trabalhos mencionados na introducao desta dissertacao.

Uma das principais referéncias utilizadas neste capitulo foi [1]. Em contraste com
esse estudo, o presente trabalho investiga o caso multivaridvel, enquanto [1] aborda o
caso escalar. Além disso, a metodologia empregada aqui considera uma representacao da
funcao de saturacao como a soma de um termo nao linear, com uma nao linearidade de
zona morta. Essa representacao permite adotar uma condicao de setor generalizada para
lidar efetivamente com o efeito da nao linearidade de zona morta na anélise de estabili-
dade do sistema. Assim, sao estabelecidas condigoes sistematicas de projeto do ganho de
controle com compensacao AW, formulada na forma de LMIs. A solugao dessa condigao
assegura a convergéncia das trajetérias do ESC mesmo com a presenca de saturacao.

Ademais, a saturacao do atuador pode ser interpretada como uma limitacao apli-
cada ao sinal de controle que efetivamente atua como entrada da planta. Estendendo
esse conceito ao ESC, o atuador pode ser visto como o sinal de entrada do mapa estatico
nao linear a ser otimizado. Portanto, a saturagao do atuador corresponde a saturacao na

entrada do mapa.

2.1  Formulacao do problema

Considere o controle extremal multivariavel com saturacao na entrada mostrado
na Figura 4.
Para esse sistema, considera-se que o mapa estatico nao linear satisfaz a Hipdtese 1.1,

de forma que o mapa sujeito a saturagao na entrada pode ser representado da seguinte



36

o(t) | _4|/— sat(0(1)) o O() y(t)
V(o)) K.
o1 ul) G(t)
g K
S(t) M(t)

Figura 4: Controle extremal com saturacao na entrada do mapa quadrético estdtico.
Adaptado de [1].

forma quadratica:

y(t) = Q(sat(0(1)) (66)
(sat(0(t)) — 0*)" H(sat(0(t)) — 6%), (67)

onde sat(-) : R” — R" representa a fungado de saturacao definida elemento a elemento,

definida como:

sat(6,) sign(6,) min(|6y], 6;)
sat(f) = : = : ; (68)
sat(6,) sign(#,,) min(|6,,|,6,,)

onde 6, > 0 é o limite de saturacao do sinal de entrada de ordem ¢. Para um dado canal
de entrada do mapa 6,, a funcao de saturagao é ilustrada na Figura 5. Nota-se que, no
intervalo —0, < 6, < 6, o sistema opera na regido linear e nao hé efeito de saturacdo. Por
outro lado, fora deste intervalo, ocorre o efeito da saturagao e o valor da entrada saturada

torna-se constante.
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sat(H(i))

- Hmin(i) emaw(i)
%)

Figura 5: ITlustracao da fungao de saturacao definida em (68).

A partir de (3), a dindmica do erro de estimagao é dada por

(69)
Diferentemente do ESC sem efeito da saturacao da Figura 1, para compensar o

efeito da saturagao na entrada do mapa, uma compensacao AW foi acrescentada a entrada

do integrador, de maneira que a lei de controle com compensacao AW é dada por

U(t) Ké(t> - Kaww(e(t))a (70)
onde K € R™"™ é o ganho de realimentacao, que nao ¢é assumido diagonal, como usual-

mente feito nos trabalhos de ESC, K,, € R™"™ é o ganho do compensador AW, e

P(6(1)) = 0(t) —sat(6(1))

(71)

é a fungao de zona morta nao linear [12], ilustrada na Figura 6.
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- emin(i) Omax (2)
%)

Figura 6: Representagao gréfica da fungao de zona morta definida em (71).

A introducao de um compensador AW tem como objetivo direcionar a saida do
mapa quadratico y(t) para o ponto 6timo Q* quando a entrada opera em uma regiao
saturada. Nota-se que 1(f) = 0 quando a entrada encontra-se numa regido de operagao

permitida, e (70) reduz-se a lei padrao do ESC.

Seguindo com a andlise da estimacao do gradiente, utiliza-se a relagao
0(t) = O(t) + S(¢). (72)
Junto com (3), (8) e (71), segue que
sat(0(t)) — 0% = S(t) + 0(t) — ¥(O(t)). (73)
Tomando o efeito da saturagdo em (66) e (73), a estimacao do gradiente fica

G(t) = M(H)Q* + %M(t)ST(t)HS(t) + M#)ST(t)HO(t) — M(t)ST (t)H(A(t))

MO8 () HB() — MO () H(6() + = M()6T (0() H(0(2)). (74)

" 2

1
2
Assim, reescreve-se (74) como

G(t) = (H + A H)O(t) — (H + AV H)(0(t)) + w(t), (75)
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onde

w(t)=M)Q +5 M(OST(AVHS(t)+ 5 M () HO() — M()T (1) Ho(0(1)

M(t)y" (0(1) Hy(0(1))- (76)

Para a obtencao da dinamica do sistema em malha fechada, é utilizado a relacao
da dindmica do erro de estimagao (69), o sinal na entrada do integrador (70) e o gradiente

expandido em (75):

0(t) = u(t) = KG(t) — Kuth(6(1)) (77)
0(t) = KHO(t) — KHp(0(F) — Kawth(0(1))
+ KA()HO(t) — KA HY(0(t)) + Kw(t). (78)

A andlise da estabilidade de (75) pode ser realizada com base no Teorema da Média
(veja o Apéndice A). Para isso, é necessério expressar (77) de forma adequada, por meio
de uma transformacao temporal, para avaliar o efeito da frequéncia w sobre sua dinamica.
Um aspecto interessante a ser observado em (77) é que a simples premissa de que
a matriz K H é Hurwitz nao necessariamente garante a estabilidade da origem do sistema
saturado em malha fechada. Logo, é evidente a importancia de desenvolver um método

construtivo para projetar os ganhos de controle K e K.

2.2 Mudancga da escala temporal

Para a andlise de estabilidade, realizou-se uma mudanca na escala de tempo, exi-
gindo que a razao entre as frequéncias dos sinais de excitagao (10) seja racional. Assim,

garante-se a existéncia de um periodo T'.

1
T—QWXMMC{—}, i=1,2,...,m, (79)

Wws

onde MMC denota o minimo multiplo comum. A mudanca de escala de tempo do sistema

em (77) consiste em uma transformacao 7 = wt, onde
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Vale relembrar que 6(t) = 0(t) + S(t) + 6* a partir de (3), o lado direito de (77) pode ser

reescrito como uma fungao de 6:

onde

w

7 <T, j l) — KHA(r) — KH(0(7)) — Kanth(0(7))
+ KA(T)HO(T) — KA(T)HY(0(7)) + Kw(r). (82)
2.3 Sistema em malha fechada médio

Apés realizar a mudanga temporal, a versao média de (81)—(82) pode ser compu-

tada da seguinte forma

dOo(T) 1 _ =~
dr - ;J?W(eav)? (83)
- 1 (T -
FulOu) = / F (6, 6, 0)d6. (84)
0

Portanto, da mesma forma feita no Capitulo anterior, “congelando” o estado médio de

6(t) e tratando isso como uma constante (84), usa-se o fato de
I 1 ("
— Ay(Hdt =0, — () dt = 0,
7| asde=o. 5 [ =o (55)
resultando no sistema em malha fechada médio abaixo:
O (t) = K Hpy (£)— K H) (0 (£)) — Kot Oy (1)) (86)

O objetivo de obter a versao média do sistema em malha fechada é analisar o sis-
tema linear e invariante no tempo sob saturacao do atuador (86) e, em seguida, investigar
a estabilidade do sistema nao-auténomo e variante no tempo (77) utilizando o Teorema

da Média para sistemas com lados direitos Lipschitz continuos (veja Apéndice A).
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2.4 Andlise da estabilidade via teorema da média

Nesta secao, condigoes de estabilizagao sao projetadas para os ganhos de controle
K € R™" and K,, € R™" desde que a origem do sistema médio em malha (86) é
exponencialmente estavel. Entao, invocando o Teorema da média (veja o apéndice A), é
mostrado que as trajetorias do ESC sob a saturagao na entrada converge assintoticamente

para uma vizinhanca do ponto 6timo.

2.4.1 Estabilizacao do sistema médio em malha fechada

Para estabelecer a condi¢ao de projeto dos ganhos K e K, em (86), é explorada a
condigao de setor generalizada [12] da nao linearidade da zona morta 1(0(t)). Com base

neste resultado, o seguinte lema é estabelecido.

Hipétese 2.1. O otimizador desconhecido 0; precisa estar contido dentro da regiao sem

restricao definida pelos limites de saturacdo de ordem £ do sinal de entrada:
O ={0*cR":|0;| <0, £=1,...,n}. (87)

Lema 2.1. A partir da Hipdtese 2.1 garante-se entdo que O, e éav sao elementos do

sequinte conjunto
O = {Qa\,, éav cR": yeav(@ — éav(é)‘ < 9@, (=1,... ,m}, (88)
ao qual garante que a condi¢ao de setor

VT (0u)A ((0n) =) <0, (59)

seja valida para qualquer matriz diagonal positiva definida A € R™ ™.

Demonstragdo. Sob a premissa (87), tem-se —0, < 0% < 6,. Avaliando (73) no sentido

médio, hé 0,, — 0., = 0*, porque S(t) tem média zero ao longo do periodo T como em (80).

Portanto, Hipétese 2.1 assegura que 0,, e O, 30 elementos de (88), ao qual implica em

_gé < Qav(f) - eav(é) < 54- (90)
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Os 3 casos a seguir sao considerados.

o Caso 1: Oy > 0,. Garante-se

U (Oav(t)) = Oaviey — O¢ > 0. (91)

A partir de (90)

V(Oav(e) = Oav(e) =Oav(e) —Oav(ey — 02 <O0. (92)

Logo, " (av(e)) M) (¢(9av(e)) - 9av(e)> <0, visto que A > 0.

e Caso?2: -0, < Oav(e) < 9y, a funcio da zona morta VY (Oav(e)) € zero, desde sat(Gay(e)) =

Oav(r). Neste caso, obtém-se
U Oav(e) M) <¢(9av(e)) - éav(e)> =0, VAp.
e Caso 3: O, < —6,. O seguinte se aplica

¢(9av(€)) = eav(é) + gﬁ < 0. (93)

Segue de (90) que

V(Oay(t)) — v (e) = Oav(0) —Oav(e) +00 > 0. (94)

Entao, V,DT(Q&V(@))A(@@ (7/1(9&\1(@)) — éav(g)> < 0, desde que A(g,g) > 0.

Para os trés casos apresentados, pode-se verificar que a desigualdade em (89) é satisfeita

para todo Oy, € 0,, em (88). Isto conclui a demonstragao. ]

Um aspecto interessante do resultado construido no Lema 2.1 é que a condicao
de setor 1(0,,) estabelecida em (89) é em relacdo a 6, que é a varidvel da dindmica
estudada em (86).

Com base no resultado estabelecido no Lema 2.1, apresenta-se, a seguir, uma

condi¢ao de estabilizacdo para projetar os ganhos da lei de controle (77), de modo a
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garantir a estabilidade, ao menos assintética, do sistema médio em malha fechada (86),

na presenca de saturacdo com compensacao AW.

Lema 2.2. Considere o sistema em malha fechada sujeito a saturagao em (77) e assuma
que as Hipoteses 1.2, 1.4 e 2.1 sao atendidas. Dado um escalar positivo n > 0, se existir
uma matriz simétrica positiva definida P € R™™, uma matriz diagonal positiva definida

A € R™ ™ e matrizes Z, Zyw € R™ "™, tal que

ZH;+ H ZT +20P A= Zpy — H,Z _
<0,Vi=1,...,N, (95)
A—ZI —Z7TH, —2A

entao, a origem do sistema médio em malha fechada (86), com K = P7'Z e K,, =

P17, € exponencialmente estdvel com uma taza de decaimento n, isto é:

16 (£)]] < e~ 18 ()] (96)

onde k = \/)\max(P)/)\min(P). Além disso,
V(0y) = 0] PO,, (97)

¢ uma fungao de Lyapunov que certifica a estabilidade exponencial da origem do sistema

médio em malha fechada (86).

Demonstragao. Suponha que as condigoes (95) sejam satisfeitas. Dado que a € =, com =

definido em (34), segue de (95) e da Hipdtese 1.4 que

ZH+H'"Z" +2nP  «

<0. (98)
A—ZI —ZTH —2A
Substituindo Z = PK e Z,, = PK,, em (98), obtém-se
PKH+HTKTP+29P  «

<0. (99)

A—K] P-K'PH —2A

Multiplicando (99) a esquerda por [é;, 1T (0ay)] e & direita pelo seu transposto, resulta



44

que

N T . N N
KHOyy — (Koy + KH)@Z)(QaV))] PO, + 0P [KHé’aV (K + KH)@ZJ(@aV)]
4201 POy — 207 (00)A (¢(eav) - 9) <0, (100)
Assim, supondo que 6,y e ,, sejam elementos de © em (88), sob a Hipdtese 2.1, segue do

Lema 2.1 que

V(0ae (1)) + 20V (Bay (1)) < 0, (101)

onde V(fav) é dado em (97). Pelo Lema da Comparacéo [25], segue de (101) que

V(0a (1)) < 2™V (040(0)). (102)

Além disso, como
Aiin(P)Ba|* <V (Bay) < Amax (P) |0, (103)
é possivel demonstrar que (96) é satisfeita. Logo, a origem do sistema é exponencialmente

estavel. Isto conclui a demonstracao. O]

Dado que as condigoes do Teorema 2.2 estabelecido sejam factiveis. A partir da
condicao de setor imposta pelo Lema 2.1, a origem do sistema, ou seja, o ponto de

equilibrio 6,, = 0, pode ser caracterizado como globalmente e exponencialmente estavel.

Demonstragao. A partir do conjunto definido em (88), a andlise do limite supremo para

o sistema médio é feito da seguinte forma:
tlirg) sup |Hav(g) (t) - éav(ﬁ) (t)| S gg. (104)

Afirmado pelo teorema acima que a origem é exponencialmente estavel, logo éav(g) — 0
quando t — oo. Implicando assim na aproximacao da entrada média ao ponto 6timo

desejado, Oav(e) — 0(). Dessa forma, o limite (104) é reescrito como

. * < Y
tliglo sup [0y | < Os. (105)
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Finalmente, assumindo como vélida a Hipotese 2.1, o limite acima sempre sera verdadeiro.

Sendo assim, a partir de qualquer condigao inicial éav(g)(()), o erro médio converge
para a origem quando t — o0, e a entrada média alcancard o ponto extremal. A vista
disso, evidencia-se a caracteristica global de convergéncia a partir das hipéteses, lemas e

do teorema propostos. Isto conclui a demonstracao. O

2.5 Convergeéncia assintética para uma vizinhanga do extremo

O Lema 2.2 estabeleceu uma condicao de projeto dos ganhos de controle que torna a
origem do sistema médio em malha fechada (86) exponencialmente estavel. Na sequéncia,
constroéi-se o resultado principal dessa secao, que fornece a convergeéncia assintética local

para uma vizinhanga do extremo aplicando o Teorema da Média (veja o Apéndice A).

Teorema 2.3. Considere o sistema busca extremal na Figura 4 com um mapa quadrdtico
nao linear (66)-(67) sujeito a satura¢ao na entrada e sua versio média correspondente
da dinamica em malha fechada (86) sob as Hipdteses 1.2, 1.4 e 2.1. Se as condigoes do
Lema 2.2 sao todas satisfeitas, entao, para w > 0 suficientemente grande (10) e a; > 0

suficientemente pequeno (8)-(9), entdo existem constantes n > 0 e k em (96), tal que:

10(t) — 67| < ke™™[16(0) — 67| + & (G + é) : (106)
1
: . x| 2
Jim sup ly(t) — Q| =0 (a + _w2>’ (107)
coma=+/> 1 ai.

Demonstragao. Desde que a equagao diferencial em (81) possui lado direito Lipschitz-
continuo, devido a presenca da funcao de saturacao, e o sistema médio em malha fechada
(86) é exponencialmente estdvel a partir do Lema 2.2, pela aplicagdo do Teorema da

Média [24] (veja também Apéndice A, com ¢ := 1/w), segue que:
S 1
o)~ dutoll < 0 (1) ez (105)

para w suficientemente grande. Entao, aplicando a desigualdade triangular em (108), a
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partir da relacdo (96), obtém-se
) o 1
1O < we™™I00)1 + & { — ). (109)

Para obter (106), usa-se ((6)) desde que S(t) em (8) de ordem &'(a), com a = /> 1 | a3.

)

Agora, considere 66 para escrever o erro da saida
gt) =y(t) — Q"  y(t) = Qsat(6(1))). (110)
Calculando sua norma, e usando a desigualdade de Cauchy—Schwarz inequality
()] = I(sat(0(1)) — 07) " H (sat(6(t)) — 0)| < [ H|[|sat(0(t)) — 6||*. (111)
Usando a defini¢ao da func¢ao de zona morta em (71), tem-se
G| < IH[IO() — (0(t)) — 071" (112)

A partir de (106), a desiguladade (112) é reformulada como
lim sup [5(t)] < lim sup [|H[[[|0(£) — 6" — & (0(1))]* <
—00 t—o00

7 (e+3)

Usando a Hipdtese 2.1, a funcao de zona morta

o(o(ar L) s0) =0

para w suficientemente grande e a suficientemente pequeno, devido & condicao (87), com

2
+

o))

lim sup || H ||
t—ro0

1.um)

0;] < |0 (a+21)|+160;| < 0, Portanto, empregando a desiguladade de Young sobre o

termo ||ﬁ (a—i—%) 2, obtém-se

1
. ~ . 2 L
li sup (1) = & ( ¥ uﬂ) | (114)

resultando em (107), isso conclui a demonstragao. O
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2.6 Resultados numéricos - ESC sob saturacao na entrada

A eficacia das abordagem proposta ¢ ilustrada por meio de um exemplo numérico
apresentado a seguir.

Considere o ESC sob saturacao na entrada com o mapa nao linear (66) com uma
matriz Hessiana desconhecida tomando valores em um dominio politépico dada no mesmo
formato do exemplo do Capitulo anterior (62).

Além disso, para as simulagoes, os parametros desconhecidos sao Q* = 10 e 6* =
[2 4]". Note que os parametros desconhecidos Q* e §* nao sao utilizados no projeto dos
ganhos. Para fins ilustrativos, assume-se que 6 = 0.1. Entdo, os ganhos do controlador
AW (70) foram projetados resolvendo as condi¢oes do Lema 2.2 com a taxa de decaimento

n = 1 e niveis de saturacdo f; = 0, = 5. Os ganhos de controle resultantes siao os seguintes:

—0.0270 0.0361 2.2794  0.0824

0.0456 —0.1492|  |—0.0865 2.2804

Para as simulagoes, os sinais de oscilagao S(t) e M(t) dados em (8) e (9), respecti-
vamente, sao selecionados com a frequéncia wy; = 10 rad/s e wy = 70 rad/s, e amplitudes
a; = az = 0.1. Além disso, as simualagdes foram realizadas considerando a condicao
inicial 6(0) = [2.5 6]T e a = [0.6822 0.3178]". As trajetérias do ESC em malha fechadas
sob a saturagao na entrada com o controlador AW desenvolvido em (70) sao apresentados
na Figura 7. Na Figura 7(a), é possivel observar a convergéncia das entradas para uma
vizinhanga do ponto 6timo #*, mesmo na presenca da saturacao. Inclusive, a convergéncia
da saida para uma vizinhanga de Q* é mostrada na Figura 7(b). Isso ilustra claramente

as conclusoes tedricas estabelecidas no Teorema 2.3.
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|_Isat(91(t)l)—sat(6’gl(t)) 0- 0;,- 0

0 2 4 6 8 10

(a) Entrada saturada do mapa — sat(60(t)).
60 T T T T

(b) Saida do mapa — y(t).

Figura 7: Trajetéria do ESC em malha fechada sob saturagao na entrada com o contro-
lador anti-windup (70) projetado de acordo com Lema 2.2.

Ademais, a Figura 8(a) retrata a evolugao de y(t) ao longo da superficie do mapa
quadrético com saturagao de entrada (Q(sat(f)) em (66). A trajetéria de sat(6(t)) junta-

mente com vérios conjuntos de niveis de Q)(sat(#)) sao apresentados na Figura 8(b).
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|—y(t) o 0% e sat(H(O))|

(a) Trajetéria y(t) ao longo da superficie do mapa quadrético com saturagao de entrada Q(sat(6))
em (66).

(b) Trajetéria sat(6(t)) e os conjuntos de niveis do mapa quadrético com saturagao de entrada

Q(sat(d)) em (66).

Figura 8: Trajetéria da saida y(t) do ESC em malha fechada sob saturacdo na entrada
com o controlador anti-windup (70) projetado conforme o Lema 2.2.

Considere a lei de controle (70) sem a compensacao AW, isto é, K,y = 0. O
mesmo ganho de controle K é considerado. A simulagao em malha fechada ¢ mostrada
na Figura 9. Na Figura 9, o ESC nao converge para o extremo, ressaltando as vantagens

da abordagem AW propostra na Figura 7, que garante a convergéncia.
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|_Isat(91(t)l)—sat(92l(t)) 0 — 05— -9

(a) Entrada saturada do mapa — sat(60(t)).

60 . . . .

50 1

(b) Saida do mapa — y(t).

Figura 9: Trajetoérias do sistema ESC em malha fechada sob saturagao de entrada sem
compensacgao anti-windup.

2.7 Conclusao

Este capitulo abordou o desafiador problema do controle extremal multivariavel
na presenga de saturagao dos atuadores. Por meio do uso de uma representagao setorial,
foram estabelecidas condigoes de estabilidade para o sistema médio sob os efeitos de
saturagao, ampliando assim a aplicabilidade do controle extremal a cendrios mais realistas,
nos quais as restrigoes de entrada nao podem ser ignoradas.

Para justificar rigorosamente as afirmacoes de estabilidade, foi empregado o Teo-

rema da Média para sistemas Lipschitz nao diferenciaveis, garantindo que as trajetérias do
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sistema em malha fechada convergem para uma vizinhanca do ponto 6timo desconhecido,
mesmo sob limites no atuador.

Além disso, ao assumir uma representacao politopica incerta da matriz Hessiana,
foram derivadas condicoes de LMI construtivas e verificiveis para o projeto dos ganhos
controladores estabilizantes, fornecendo uma estrutura sistematica que pode ser aplicada
a uma ampla classe de problemas de otimizacao nao linear.

Simulagoes numéricas ilustraram ainda a praticidade e a eficacia dos controlado-
res de realimentacao propostos, demonstrando a convergéncia do sistema ao extremo e

confirmando a robustez do projeto frente a incertezas e efeitos de saturacao.
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3 CONTROLE EXTREMAL SOB SATURACAO NO GRADIENTE

Em contraste com o Capitulo 2, este capitulo considera a presenca da saturacao na
estimacao do gradiente. Nota-se que lidar com a saturagao antes da integragao também
¢ um importante problema, pois isso resulta em uma malha de realimentacao com taxas
de atualizacao limitadas. Nesta configuragao, a saturacao nao deve ser relacionada como
uma limitacao indesejada, mas sim como um possivel mecanismo benéfico que possibilita
a limitacao de magnitude, como ocorre nas abordagens de busca de extremos limitadas
por comutadores de Lie [31,32] e [33, Ch. 6]. Parte dos resultados apresentados neste

capitulo estd publicada em [34].

3.1 Formulacao do problema

Considere o controle extremal multivaridvel baseado no algoritmo do gradiente sob

saturacao do gradiente, apresentado na Figura 10.

0(t) y(t)

>
VS
<~
SN—
[—=
I~
VS
S~
N—

A

S(t) M(t)

Figura 10: Sistema de controle extremal sob saturagao no gradiente.

Neste sistema em malha fechada, assume-se que o mapeamento nao linear multi-

variavel e desconhecido satisfaz a Hipdtese 1.1, de modo que

y(t) = Q(0(t)) (115)
(0(t) —0) " H(0(t) — 07) (116)
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onde Q*, 0*, e H do mapa sao definidos conforme (2). Ademais, o vetor de entrada 6(t)
aplicado ao mapa estético multivarfavel definido em (4) e o erro de estimacao (t) é dado
por (3). Consideram-se também os sinais de excitagao e demodulacao S(t) e M(t) de

acordo com (8) e (9), respectivamente, satisfazendo a Hipdtese 1.2.

3.2 Controle extremal com taxa de atualizacao limitada

Diferentemente da Secao 2, onde foi abordada a saturacao na entrada do mapa,

neste capitulo lida-se com a saturacao na estimacao do gradiente

~

u(t) = sat(KG(t)). (117)

Neste caso, a dinamica para 6(t) é descrita a seguir:

~

B(t) = (1) = u(t) = sat(KC(1)), (118)

onde K € R™™ é o ganho de controle a ser projetado, G(t) é dado como (7), e sat(-) é a

fungao de saturagao definida elemento a elemento como em (68):

sat(KGy) | | sign(KGy) min(|KGy|, @)
sat(KG)= : = : ; (119)
sat(KGp)| |sign(KG,) min(|KG,|,@,)

como uy; > 0 sendo o limite da f-enésimo estimacao do gradiente.
Conforme mencionado anteriormente, o desenvolvimento da dinamica do ESC se-
gue os mesmo passos realizados no Capitulo 1. Entretanto, utiliza-se (117) e substituindo

em (24)

G(t) = (Hsat + A(t)H)sat(KG’(t)) + (1), (120)
onde

<(t) = M(t)Q* + %M(t)ST(t)HS(t) + M(#)ST(t)HS(t)) + M(t)S(t)"HO(t)  (121)
+ M(t)S(t)"HO(t) + %M(t)éT(t)Hé(t) + M)A () HA®).
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3.3 Definindo uma nova escala temporal para a analise média
Adotando o procedimento analogo ao do Capitulo 2 e verificando que ¢(t) em (121)

tem média nula sob o periodo T" := 27 /w dado em (80), a seguinte dindmica média é obtida

para a nova escala temporal 7 = wt de (120):

Croo(r) = éHuav(T) _ éHsat(Kéav(T)). (122)

Baseado na parametrizagao da zona morta para a nao linearidade da saturacao discutida

em [12], (117) pode ser escrito na forma
Y(KG) = KG —sat(KG), (123)

e a o sistema em malha fechada médio obtido em (122) é reescrito como

R 1 A 1 N
Gay(T) = EHKGBW(T) — ;H@U(KGaV(T)), (124)
onde u,, = sat(KéaV).

Similarmente, a matriz da Hessiana é assumida incerta e o seguinte politopo incerto

é descrito para o sistema médio em malha fechada:
Ciar(t) = H(@)K Gy (1) — H(@)$(K G (1)), (125)
onde H(«) satisfaz a Hipétese 1.4 e a parametrizacao ¢ dada em (33)—(34).

3.4 Estudo da estabilidade em malha fechada

Nesta secao, fonece-se uma condicao de estabilizacao para projetar o ganho de
controle K € R™™ tal que a origem do sistema em malha fechada médio (124), ou
equivalentemente (125), seja exponencialemnte estdvel. Entao, invocando o Teorema da
Média (veja também o apéndice A), mostra-se que as trajetérias do ESC sob saturagao

no gradiente convergem exponencialmente para uma vizinhanca do extremo.
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3.4.1 Estabilizacao do sistema médio em malha fechada

O seguinte Lema revisita a condic¢do de setor usada em [12, Lemma 1.6] para a nao

linearidade da zona morta ¢(KG).

Lema 3.1. Considere uma matriz L € R™*™. Se @av ¢ um elemento do conjunto
G = {G ER™: (K — L) (G| <, £ =1,... n} , (126)
entao
T (KGay) Y <¢(Kéav) — Léav) <0, (127)

para alguma matriz definida diagonal positiva definida T € R™™,

Demonstragao. A demonstragao segue os mesmos passos que o Lema 2.1 e o [12, Lemma 1.6].

]

Com o Lema 3.1, desenvolveu-se a condicao de estabilizacao para o projeto do ga-
nho de controle K que torna a origem do sistema médio em malha fechada (124) exponen-
cialmente estavel em um contexto regional. Essa condicao de estabilizacao ¢ apresentada

no seguinte Lema.

Lema 3.2. Considere a dinamica média em malha fechada do ESC sujeito a saturacdao do
gradiente (124) sob as Hipdteses 1.2 e 1.4. Sejam n > 0 e € > 0 escalares positivos. Se
existir uma matriz simétrica positiva definida W € R™™, uma matriz diagonal positiva
definida T € R™™ e matrizes X,Y,Z € R"™" e modo que as sequintes desigualdades

sejam satisfeitas:

H,Z + ZTH; + 2nW * *
W—-X"+eH,Z —eX"+X) x | <0, (128)
Y — TH; —TH,  —27

para todo i =1,..., N and

>0, (=1,...,n, (129)
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entdo, a origem do sistema médio em malha fechada (124) com K = ZX ™1 é exponenci-

almente estdvel e a regido
& ={Guw e R": V(Gy) < 1}, (130)
¢ um subconjunto 4 em (126) com L =Y X' onde
V(Gay) = G PG, (131)

com P=X"TWX™!, éa funcdo de Lyapunov que certifica a estabilidade exponencial da
origem de (124). Logo, qualquer trajetéria em Ga(t) com condigio inicial G (0) € &

satisfaz

|G () < rge™™ (|G (0] (132)

onde g = \/ Amax(P)/Amin(P).

Demonstracao. Admita que as condigoes (128) e (129) sao verdadeiras. Fornecido que

a € Z, com = dado em (34), segue de (128) e do conjunto apresentado em (32) que

HZ +Z"H +2nW * *
W-X"4+eHZ —eXT+X) * | <O (133)
Y —TH —¢YH  —-27

A partir de (128), tem-se X + X" > 0, ao qual assegura que X é invertivel. Ainda, como
a matriz T é positiva definida, também é invertivel. Isso permite multiplicar (133) por

diag(X—T, X1, T‘l) a esquerda e sua transposta a direita, o que resulta em

Uy * *
‘1121 —E(X_T -+ X_l) * < 0, (134)
YL - HX! —eHX! =27

onde Uy, = X THK+KTHX 420P, Uy, = P— X'+ eX "HK, K = ZX~!, P =
XWX L=YX"! andT=7_"1
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Aplicando o Lema de Finsler [35], considere:

1 0
B=|HK —H|. (135)
0 I

Multiplicando (134) no lado esquerdo por %' e sua transposta no lado direito, obtém-se

PHK +K'HP+2nP L'Y - PH
TL—-HP 27

<0. (136)

Multiplicando (136) no lado esquerdo por [G] (1) T (K Gy (t))] € sua transposta no lado

direito, implica em

Gr(t) (PHK + KTHP) Gu(t) — 2GL, PHY(K Gy (1))
2T (KGa)T @(Kéav) —Léav)

+20G L (H)QG. (1) < 0. (137)

Agora, multiplicando as desigualdades em (129) no lado esquerdo por diag(X~",1) e sua
transposta no lado direito, conduz em
P Kl —L]

@ Ol >0 r=1,....n (138)
Ky — L g

A partir do Lema complemento de Schur, tem-se que (138) implica
P — —(K(g) — L(g))T(K(g) — L(g)) > O, {= 1, Lo, n. (139)

Multiplicando (139) no lado esquerdo por C;qv e sua transposta no lado direito, chega-se

em

(K — L)(5)Gav|?

V(Gay) > —
(e

L l=1,....n. (140)

Entao, contanto que Guw € & , garante-se Gw €9 , istov é, & C ¥, e as condicoes do
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Lema 3.1 sdo satisfeitas. Isso permite obter a partir de (136) e (127) que

V(Gar(t)) < =20V (Gan(1)) <0, ¥Go(t) #0, (141)

A

onde V(G,y), definido em (131), é uma fungao de Lyapunov que assegura a estabilidade
exponencial da origem do sistema médio. A partir do Lema da comparagao, segue de (141)

que

V(Gay(t) < €MV (Gay(0)). (142)
Além disso, como
Amin(P)[[Gan ? < V(Giav) < Ama(P)]| G |1, (143)
obtém-se
1Car (D] < g™ |G (0)] (144)
onde K, = \/ Amax(P)/Amin(P). Isto conclui a demonstragao. O

3.4.2 Estabilidade exponencial pratica via teorema da média

O Lema 3.2 fornece uma condicao de projeto do ganho de controle que assegura a
estabilidade exponencial regional do sistema médio em malha fechada (125). Depois disso,
apresenta-se o resultado principal, demonstrando a convergéencia exponencial local para

uma vizinhanga do extremo por meio da Teoria da Média (veja também o Apéndice A).

Teorema 3.3. Considere o ESC apresentando na Figura 10 com o mapa ndo linear
quadrdtico localmente (115) e as Hipdteses 1.1, 1.2 e 1.4 como também a correspondente
média da dinamica em malha fechada guiando a estimagao do gradiente sujeito a saturacao

em (124). Se as condigoes do Lema 3.2 sao satisfeitas, entdo, para w > 0 suficientemente



29

grande em (10), entdo existem constantes Ry, Ky, 1 > 0, tais que:

1
wa—ewsﬁwﬂﬂ+ﬁ(w+—), (145)
w

1
wm—@ﬂs@fm+ﬁ(&+ﬁ), (146)

onde a = /Y ., a?,com a; definido em (8)-(9), e kg e Ky, sio constante que dependem

da condigao inicial 6(0).

Demonstracao. A demonstragao segue os mesmos passos do Teorema 1.3 do Capitulo 1.
Entretanto, utiliza-se o Teorema da Média de [24] (veja também o Apéndice A) para
a comprovacao da estabilidade em virtude da presenca da funcao descontinua da zona

morta. O

3.5 Resultados numéricos - ESC sob saturacao no gradiente

Considere o ESC sob saturacao no gradiente discutido no Capitulo 3. Consi-
dere o mapa nao linear em (115) com trés entradas e parametros desconhecidos Q* = 5
e * = [-1 —2 —3]". Neste caso, considere a matriz Hessiana incerta tomada
no dominio politépico com 4 vértices negativos definidos gerados aleatoriamente H &

co{H,, Hy, H3, Hy}, onde

—6.7828  0.8480 —1.3462 —3.9159 —0.8122 1.4150

Hy=]0.8480 —6.0017 —0.7825|, H2 = | —0.8122 —5.7484 —0.0047| ,
—1.3462 —0.7825 —3.2421_ 1.4150 —0.0047 —4.6956
_—3.9141 —0.3951 0.5802 ] _—6.1443 0.0911 —0.7984_

H3; = 1-0.3951 —3.6059 1.0325 |, Ha= | 0.0911 —5.9879 —2.3066

0.5802  1.0325 —4.0962 —0.7984 —2.3066 —3.9025

O ganho de controle projetado pela solucao das condigoes do Lema 3.2 com € = 0.5,

taxa de decaimento 17 = 1 e niveis de saturacao u; = us =u3 = 2 ¢é

0.5009 —0.0094 —0.0018
K =1-0.0104 0.5312 —0.0881
0.0006 —0.0856 0.7352
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Para realizar a simulacao em malha fechada, considera-se que as frequéncias de excitacao
sao wy = 10 rad/s, we = 30 rad/s e w3 = 70 rad/s, com amplitudes a; = ay = a3 = 0,1,
e a condicdo inicial é #(0) = [-2,5 —5 — 6]". Os resultados obtidos com a simulacio
em malha fechada sao apresentados na Figura 11. Em particular, a Figura 11(a) mostra
a trajetéria de u(t). Observa-se que o sinal u(t) converge exponencialmente para zero,
indicando a convergéencia da estimacao do gradiente para zero, mesmo na presenca de
saturacao. Como consequéncia, a entrada do mapa quadratico converge para a vizinhanca
do ponto desconhecido 6%, conforme mostrado na Figura 11(b), e a saida y(t) converge

para a vizinhanga do ponto 6timo Q* = 5, conforme mostrado na Figura 11(c).

3

|—u1 —us(t ug(t) = -u|
2= = = = = = = = = = = = = -
11l ]
ol
11
on

o
ot
—
o
—_
ot

A~

(a) Sinal de controle com saturacao no gradiente — u(t) = sat(KG(t)).

[—=01(t) —02(t) —0s(t) - -0~ -0 -03]
O |

0 ) 10 15

(b) Vetor de entrada do mapa — 6(t).

Figura 11: Trajetérias do ESC em malha fechada sujeito a saturagao no gradiente com
o controlador (117) projetado de acordo com o Lema 3.2 (continua).
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t[s]
(c) Saida do mapa — y(t).

Figura 11: Trajetérias do ESC em malha fechada sujeito a saturagao no gradiente com
o controlador (117) projetado de acordo com o Lema 3.2 (continuagao).

3.6 Conclusao

Este capitulo abordou o problema do controle extremal multivaridvel na presenca
de saturagao antes da integracao do algoritmo, interpretado como um limitante da taxa
de atualizacao da estimacgao da entrada do mapa.

De forma andloga ao apresentado no Capitulo 2, empregou-se uma condicao de se-
tor que permitiu estabelecer critérios de estabilidade para o sistema médio sob a restri¢ao
de atualizagao. Para assegurar a estabilidade, recorreu-se ao Teorema da Média para
sistemas Lipschitz nao diferenciaveis, o que possibilitou demonstrar que as trajetdrias
do sistema em malha fechada convergem para uma vizinhanca do extremo desconhecido,
mesmo na presenca de limitagoes na taxa de atualizacao. Ademais, adotou-se uma repre-
sentacgao politopica incerta da matriz Hessiana, a partir da qual foram derivadas condigoes
de projeto baseadas em LMIs, permitindo a sintese de um ganho de controle estabilizante.

A Simulacao numérica, mesmo com a presenca da saturacao no sinal de controle
u(t) apresentada na Figura 11(a), ilustrou que o controle extremal permitiu que a entrada

do mapa convergisse para a vizinhanca do ponto 6timo e saida para o extremo desejado.
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CONCLUSAO

Neste trabalho, o controle extremal foi estudado em trés casos: (i) o controle
extremal cldssico multivaridavel baseado no algoritmo do gradiente, (ii) o controle extremal
com saturacao na entrada do mapa nao linear estdtico e (iii) o controle extremal com
saturacao no sinal da estimativa do gradiente.

No Capitulo 1, estudou-se o caso classico do controle extremal. Sem a presenca
de nao-linearidades no diagrama do algoritmo, a dinamica foi desenvolvida. A partir
do sistema médio, condigoes de projeto foram elaboradas para a sintese do ganho de
controle nao diagonal estabilizante. Adicionalmente, a Hessiana foi considerada incerta
e pertencente a um politopo. Dessa forma, a partir de um ntumero finito de vértices que
definissem esse politopo, qualquer matriz contida nesse politopo convexo é admissivel,
flexibilizando a necessidade de conhecimento completo da Hessiana. Com isso, tornou-se
possivel, por meio da otimizacao convexa baseada em LMIs, obter o ganho estabilizante a
partir das condigcoes de projeto propostas, distinguindo-se da literatura classica, na qual o
ganho de controle precisa ser diagonal e contrario ao sinal da Hessiana. A convergéncia do
sistema original para o étimo foi provada com base no Teorema da Média de Khalil [25].

A partir da revisao da literatura, constatou-se a limitacao de estudos que utili-
zam técnicas AW aplicadas ao controle extremal em casos multivariaveis. Visto isso, no
Capitulo 2, destrinchou-se o efeito da nao-linearidade de uma fungao zona morta, decor-
rente da saturagao na entrada do mapa, na dinamica média da planta do controle extremal.
Uma condicao de setor foi estabelecida, a fim de delimitar a trajetéria do sistema e res-
peitar os efeitos da saturacao. Por meio de LMIs e considerando a Hessiana incerta, foi
possivel projetar os ganhos de controle e do compensador AW que assegurassem a estabi-
lizacao global do sistema, devido a condi¢ao do setor utilizada e as hipéteses assumidas.
Finalmente, a convergéncia do sistema original foi demonstrada por meio do Teorema da
Média com sistemas com lados direitos Lipschitz continuos (veja Apéndice A).

Por fim, no Capitulo 3, estendeu-se a presenca da saturacao, contudo, posicionada
na entrada do integrador do algoritmo. Interpretando assim, como uma saturacao na
estimagao do gradiente, que pode ser entendida como uma taxa de limitacao da atualizacao
da estimacao da entrada do mapa. Da mesma forma que nos outros capitulos, assume-

se a Hessiana incerta e calcula-se o sistema médio. A condicao de setor construida que
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respeite os limites da saturacao garantira uma estabilizagao ao minimo local, necessitando,
assim, de uma regiao de atracao para que a trajetoria respeite as restrigoes impostas
a partir da condicao inicial. Portanto, a sintese do ganho de controle é derivada da
dinamica do controle extremal e das restri¢oes impostas pela saturacao e pela regiao de
atragao elaborada. Da mesma forma que o Capitulo 2, invocou-se o Teorema da Média
com Sistemas com Lados Direitos Lipschitz Continuos para assegurar a convergéncia do
sistema original (veja Apéndice A).

Conforme as simulagoes numéricas apresentadas, os lemas desenvolvidos, em con-
junto com os teoremas estabelecidos, garantiram a estabilidade da planta. Destaca-se o
modo sistematico e robusto de obtencao do ganho de controle, obtido por meio de oti-
mizacao convexa computacional, dispensando ajustes empiricos. Além disso, destaca-se a
estrutura nao diagonal do ganho de controle encontrado, relaxando a restri¢ao classica da
literatura de controle extremal que impoe a condi¢ao de um ganho K diagonal contrario

ao sinal da matriz Hessiana desconhecida.

Sugestoes para Trabalhos Futuros

Como sugestoes de continuidade para este trabalho, propoe-se:
e O estudo da saturagao tanto no atuador quanto no gradiente, bem como na saida

do mapa nao linear.

e A investigacao mais detalhada da construcao da representagao politopica da ma-
triz Hessiana e de sua relagao com o conservadorismo das condigoes de sintese pro-

postas, bem como do desempenho do sistema de controle extremal.

e O desenvolvimento de técnicas de otimizacao em sistemas multiagentes por meio de

métodos de busca e de equilibrio de Nash, conforme discutido em [36,37].
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APENDICE

A Teorema da média para sistemas com lados direitos Lipschitz continuos

Esta secao apresenta uma versao do Teorema da Média para sistemas com lados
direitos Lipschitz continuos. Os resultados abaixo podem ser vistos como um caso particu-
lar do Teorema de Média mais geral, aplicavel a sistemas com lados direitos descontinuos,
apresentado em [24].

Considere o sistema na forma
1":5f(tax75)7 ZL‘(O) = Zo,

onde £ > 0 é um pequeno parametro, e f : Ry x R™ x [0,g9] — R"™ é T-periddica no
tempo, continua em ¢, e Lipschitz global em x com uma constante L > 0, uniforme em ¢.

Define o vetor de campo médio

f(z) = %/0 f(s,2,0)ds

e considere o sistem médio correspondente

y=cf(y),  y(0)=m.

Embora a funcao f pode nao ser diferenciavel em respeito a x a qualquer momento, como
é o caso com funcgoes saturadas, a abordagem da média permanece valida sob a condi¢ao

Lipschitz. Ao expressar as solucoes dos sistemas original e médio na forma integral,

x(t):wo—i-e/of(s,x(s),s) ds, y(t):a:o—i-s/of(y(s))ds,

e definindo a diferenca z(t) := z(t) — y(t), obtém-se
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Esta diferenca pode ser dividida em dois termos:

f(s,2(s)) = f(y(s))
= [f(s,2(s),6) = f(s,y(s), )|+ [f(5,5(5), €)= F(y(5))].

O primeiro termos é controlando usando a propriedade de Lipschitz de f, enquanto o
segundo termo, corresponde a parte oscilatoria, que tem média zero ao longo de um
periodo e admite uma primitiva uniformemente limitada no tempo. Seja M > 0 denota

um limite uniforme. A combinacao de ambas as estimativas leva a
t
I < =L [ (o)l s+ 20,
0
e aplicando a desigualdade de Gronwall’s
lo(t) — y(t)| < 2Mees.

Portanto, para todo tempo t até @(1/¢), as solugoes do sistema original permanecem

préximas das do sistema médio, com

l2(t) = y(@O = O(e).

Este resultado depende somente da continuidade de Lipschitz de f em z, e nao da dife-
renciabilidade em si, permitindo a aplicalibidade direta em sistemas com nao linearidades
no formato de saturacao ou em sistemas com o lado direito suave por partes.

Outrossim, se o sistema médio § = ef(y) tem um equilibrio assintoticamente
estavel, entdao existe 0 < £* < g¢ tal que para todo 0 < € < &* (suficientemente pe-

queno) a seguinte desilguadade é satisfeita:
sup ||z(t) —y(t)]| < Ce, C >0,
>0

significando que a aproximagao de ordem () permanece valida em todo o intervalo de
tempo, mesmo que o lado direito seja nao diferenciavel, desde que seja Lipschitz continuo,

como ocorre em funcoes de saturacao.
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