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RESUMO

ALMEIDA, Flavio de Souza. Controle Extremal com Equagoes Diferenciais Parciais de
Difusao Distribuidas. 69 f. Dissertagao (Mestrado em Engenharia Eletronica) - Faculdade

de Engenharia, Universidade do Estado do Rio de Janeiro (UERJ), Rio de Janeiro, 2024.

O controle de sistemas descritos por equagoes diferenciais parciais (PDEs) é um
tema usual na engenharia, especialmente em processos industriais onde o comportamento
das variaveis pode ser descrito de forma distribuida no tempo e no espago. Esses proble-
mas sao criticos e desafiadores devido a natureza infinita dimensional e as dificuldades em
modelar ou controlar esses sistemas com precisao, pois nem sempre é possivel obter um
modelo exato para representar o seu comportamento devido a incertezas, nao linearidades
e variagoes ambientais. Nesses cendrios, o Controle Extremal (extremum seeking - ES)
se torna uma ferramenta relevante, pois permite realizar otimizacao em tempo real, bus-
cando o ponto 6timo sem exigir um modelo detalhado do sistema. Contudo, a aplicacao
do ES em sistemas governados por PDEs de difusao distribuida apresenta desafios, prin-
cipalmente no que diz respeito a garantia de estabilidade do sistema, uma vez que o ES,
por si 80, nao oferece uma solugao direta para a estabilidade de sistemas com muiltiplas
variaveis distribuidas. Este trabalho aborda o problema de ES para PDEs de difusao
distribuida, propondo uma estratégia que combina a metodologia do ES com o método
de backstepping, uma técnica conhecida por sua capacidade de garantir estabilidade em
sistemas nao lineares e distribuidos. Esse método permite projetar controladores que asse-
guram a estabilidade exponencial do sistema médio através de uma analise por funcional
de Lyapunov, ao mesmo tempo em que o ES ajusta dinamicamente os parametros do
controlador, adaptando-se as variacoes e incertezas do sistema. Desse modo, utilizando
a teoria da média para sistemas de dimensao infinita, demonstra-se que as trajetorias

convergem para uma vizinhanga pequena em torno do ponto étimo.

Palavras-chave: Equagoes diferenciais parciais; Método backstepping; Teoria da média;

Sistemas de dimensao infinita.



ABSTRACT

ALMEIDA, Flavio de Souza. Extremal Control with Distributed Diffusion Partial
Differential Equations. 69 p. Dissertation (Master in Electronic Engineering) - Faculty
of Engineering, State University of Rio de Janeiro (UERJ), Rio de Janeiro, 2024.

The control of systems described by partial differential equations (PDEs) is a com-
mon topic in engineering, especially in industrial processes where the behavior of variables
can be described in a distributed manner in time and space. These problems are critical
and challenging due to the infinite-dimensional nature and the difficulties in modeling
or controlling these systems accurately since it is not always possible to obtain an exact
model to represent their behavior due to uncertainties, nonlinearities, and environmental
variations. In these scenarios, Extremal Control (ES) becomes a relevant tool, since it
allows real-time optimization, seeking the optimum point without requiring a detailed
model of the system. However, the application of ES in systems governed by distributed
diffusion PDEs presents challenges, especially concerning ensuring system stability, since
ES, by itself, does not offer a direct solution for the stability of systems with multiple
distributed variables. This work addresses the ES problem for distributed diffusion PDEs,
proposing a strategy that combines the ES methodology with the backstepping method,
a technique known for its ability to ensure stability in nonlinear and distributed systems.
This method allows the design of controllers that ensure the exponential stability of the
average system through a Lyapunov functional analysis, while the ES dynamically adjusts
the controller parameters, adapting to the system variations and uncertainties. In this
way, using the averaging theory for infinite-dimensional systems, it is demonstrated that

the trajectories converge to a small neighborhood around the optimum point.

Keywords: Partial differential equations; Bacstepping method; Mean theory; Infinite di-

mensional sytems.
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INTRODUCAO

As Equagoes Diferenciais Parciais (PDEs, do inglés Partial Differential Equations)
sdo equagoes matemadticas que descrevem a evolugao de uma varidvel dependente (como
temperatura, pressao ou velocidade) em fungao de multiplas varidveis independentes,
como o tempo e o espaco. Ao contrério das equagoes diferenciais ordinarias (ODEs,
do inglés Ordinary Differential Equations), que consideram derivadas em relacao a uma
unica variavel, as PDEs envolvem derivadas parciais em relagao a mais de uma variavel.
Essa caracteristica permite que as PDEs sejam usadas para modelar sistemas em que
uma variavel de interesse muda de forma continua ao longo de uma dimensao espacial e
temporal [1].

Em [2], é destacada a versatilidade das PDEs para descrever uma ampla gama
de fenomenos fisicos, como a conducao de calor, a difusao de substancias quimicas, o
movimento de fluidos e a elasticidade de materiais sélidos. Esses fendmenos sao complexos
porque as variaveis se distribuem em todo o espaco, exigindo uma analise detalhada em
cada ponto ao longo de um dominio continuo. As PDEs permitem uma representacao
precisa dessas dinamicas distribuidas, capturando as interacoes e variagoes ao longo de
todo o sistema.

No campo da engenharia de controle e automagao, o controle preciso e eficiente de
sistemas dinamicos é crucial para a otimizacao de processos e a melhoria da performance
de diversas aplicacoes industriais e cientificas. Entre os desafios complexos enfrentados
por engenheiros e pesquisadores, o controle de sistemas descritos por PDEs de difusao
distribuida tem se destacado devido a sua relevancia e complexidade. As PDEs de difusao,
que incluem equagoes como a de calor, sao fundamentais para modelar uma vasta gama
de processos fisicos, como a condugao de calor e a difusao de substancias, que ocorrem
em sistemas distribuidos no espago e no tempo.

Em [3], explora-se a teoria de sistemas de dimensao infinita, como aqueles descri-
tos por PDEs. Essa teoria é fundamental para o controle de sistemas distribuidos, pois
permite desenvolver abordagens especificas para lidar com as complexidades dos sistemas
que possuem um numero infinito de graus de liberdade. Em particular, a teoria de con-
trole para sistemas distribuidos busca garantir que variaveis criticas, como temperatura

e pressao, se mantenham dentro de limites aceitaveis ao longo do espaco e do tempo,
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minimizando riscos e maximizando otimizacoes de desempenho.

Nesse contexto, sistemas de controle de temperatura que operam de forma precisa,
eficiente e inteligente sao cada vez mais valiosos. A saber, do ponto de vista industrial,
pode-se mencionar o interesse em se alcancar uma temperatura desejada ou um perfil
de concentragao em regioes variantes no tempo ao longo do processo, a fim de alcancar,
por exemplo, um certo grau de pureza desejado, ou assegurar propriedades estruturais no
produto final para que, com isso, se tenha uma reducao nos custos operacionais. Sob essas
perspectivas, justifica-se a utilizacao de modelos matematicos a parametros distribuidos
para representar o processo [4]. Em particular, a distribuicdo de temperatura pode ser
modelada por uma equacao diferencial parcial de difusao.

Todavia, o método de otimizagao que visa minimizar ou maximizar uma funcao
de desempenho ao longo do tempo, tem mostrado ser uma ferramenta poderosa para
lidar com essas complexidades, ou seja, a técnica do controle de busca extremal (ESC, do
inglés Extremum Seeking Control). Essa abordagem de controle adaptativo se distingue
do paradigma classico de controle baseado em modelos de referéncia, ja que ao invés
de focar na estabilizagao do erro entre a saida medida e uma trajetéria de referéncia,
o ESC pode identificar e alcangar um ponto 6timo de uma dada funcao objetivo sem a
necessidade de conhecimento explicito da funcao [5, 6].

Assim, desde a publicagdo da primeira prova de estabilidade do ESC [7], diversos
artigos foram publicados sobre este tépico, apresentando novos desenvolvimentos tedéricos
e aplicagoes. Uma prova que expande a validade de busca de extremos da estabilidade
local para global foi publicada em [8]. O livro [9] apresenta versoes estocésticas dos
algoritmos, onde as senoides sao substituidas por pertubacoes de ruido branco. Logo,
existem muitas versoes de busca de extremos, com varias abordagens para seu estudo de
estabilidade.

Por isso, esse método tem se tornado cada vez mais popular na literatura re-
cente [10]. Ele é especialmente 1til em cendrios onde ha nao-linearidades intrinsecas nos
problemas de controle. Além disso, o ESC pode ser aplicado tanto para ajustar o sinal de
entrada com o objetivo de otimizar a saida, quanto para calibrar os parametros de uma
lei de controle.

Dessa forma, essa técnica oferece uma solucao robusta para otimizacao em tempo

real em sistemas de controle complexos e nao-lineares. Conforme mencionado anterior-
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mente, o ESC é uma técnica de otimizacao em tempo real usada para encontrar e manter
um ponto étimo (extremo) em um sistema, mesmo quando nao se tem um modelo preciso
do mesmo [7]. Por isso, nessa investigagao, aborda-se o problema de controle extremal
para PDEs de difusao distribuidas. Haja visto, esta classe de PDEs poder ser aplicada
para modelar, por exemplo, problemas de regulacao de temperatura.

Soma-se a isso que o ESC é especialmente 1til quando nao é possivel se obter um
modelo preciso do sistema ou quando o sistema estd sujeito a perturbacgoes, incertezas ou
variagoes imprevisiveis [11]. Inicialmente, o problema baseado nessa técnica foi introdu-
zido por [12] no contexto de maximizacdo de transferéncia de poténcia. Posteriormente,
em especial com a formulagao proposta por [7] para sistemas com mapeamentos de saida
desconhecidos em sistemas estaveis, o fato é que esse método ficou esquecido apds algumas
décadas de uso pratico e tentativas de estudo tedrico, entretanto retornou a vida quando
a estabilidade de sua operagao foi comprovada em [7] e a partir daf tem sido aplicado em
diversos problemas [13, 14, 15] ndo apenas para mapas de entrada-saida estéticos, mas
para sistemas dinamicos modelados por ODEs nao lineares gerais.

Particularmente, [16, 17] abordaram o problema de ESC para PDEs, propondo-se
a analise e sintese de mapeamentos estaticos multivaridaveis na presenca de retardos no
tempo arbitrariamente longos. Com esse propoésito, a influéncia do retardo foi modelada
como uma PDE hiperbdlica de transporte [18]. No entanto, o problema de ESC para
PDEs de difusao distribuidas nao foi abordado na literatura.

A partir do exposto, este trabalho trata do problema de ESC para PDEs de difusao
distribuidas. Para isso, um compensador da PDE de difusao distribuida é projetado
para garantir a estabilidade assintética do sistema médio [19, 20]. Entao, utilizando
argumentos da teoria da média para sistemas de dimensao infinita governados por PDEs,
garante-se que a trajetoéria real converge para uma vizinhanga suficientemente pequena

do ponto étimo [17].

Objetivos e Contribuicoes
1. Desenvolver uma estratégia de Controle Extremal com PDE de difusao

distribuida:

Criar uma abordagem sistematica que permita a aplicagao do ESC em sistemas

distribuidos modelados por PDEs de difusao, com énfase na equa¢do de calor. A



16

metodologia proposta visa adaptar o ESC para lidar com as particularidades e desa-
fios de sistemas descritos por PDEs de difusao distribuidas, levando em consideracao

o controle ao longo do dominio espacial continuo.

. Projetar o sinal de perturbacao do ESC com PDE de difusao distribuida:

O sinal de perturbacao do ESC deve ser projetado de forma adequada para que
seja possivel construir um erro de estimacgao apropriado. O sinal de perturbacao é
projetado a partir da solugao de um problema de geracao de trajetorias de PDEs
levando em consideracao o efeito de difusao distribuida. Esta é uma contribuicao
deste trabalho, visto que demais trabalhos relacionados nao levam em conta o efeito

de difusao distribuida.

. Projetar um compensador para PDE de difusao distribuida:

O controlador proposto neste trabalho deve levar em conta o efeito de difusao dis-
tribuida para garantir a estabilidade do sistema em malha fechada. Contudo, pro-
jetar o sinal de controle neste contexto envolve desafios significativos, dado que o
projeto do compensador precisa considerar a dimensionalidade infinita do problema.

Para isso, adotou-se o método backstepping para realizar o projeto.

. Analisar a estabilidade do sistema em malha fechada:

A estabilidade do sistema em malha fechada com o sinal de perturbacao e a lei
de compensacao projetados foi realizada por meio de uma anélise tedrica rigorosa

utilizando argumentos da Teoria de Estabilidade de Lyapunov.

. Realizar experimentos numéricos para ilustrar a efetividade da estratégia

de controle proposta:

Implementar a metodologia desenvolvida e realizar experimentos numéricos para
verificar o desempenho do sistema ao utilizar o método de controle extremal pro-
posto. A implementacao visa demonstrar o potencial pratico da metodologia em
otimizar o controle e o desempenho de sistemas distribuidos de difusao, oferecendo

uma solucao viavel para aplicagoes industriais e cientificas.
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Estrutura da Dissertacao

O Capitulo 1 trata dos fundamentos do Controle Extremal e do problema que
consiste em determinar a fungao de control que leva a saida de uma certa fungao para um
valor desejado,

Ja o Capitulo 2 descreve o processo de geracao de uma trajetoria para um sinal
de perturbacao aditiva em um problema de controle extremal que envolve uma equacao
diferencial parcial de difusao distribuida. Este processo é parte de um esquema de controle
extremal onde a geragao da trajetéria do sinal de perturbagao é crucial para garantir que a
PDE de difusao seja satisfeita e, ao mesmo tempo, a fun¢ao de custo do controle extremal
seja maximizada de acordo com os requisitos do sistema.

Os resultados principais desta dissertacao sao apresentados no Capitulo 3 que
discute o desenvolvimento de um compensador para o sistema governado por uma PDE
de difusao distribuida. O objetivo principal do compensador é garantir a estabilidade
do sistema em malha fechada, ou seja, assegurar que os erros de estimacgao se reduzam
exponencialmente ao longo do tempo. Por conseguinte, o compensador proposto é baseado
em um controlador linear com realimentacao do erro de estimacao e do estado do sistema.

Assim, a estabilidade exponencial do sistema em malha fechada é garantida, o que
significa que o sistema é robusto e respondera de maneira estavel as perturbagoes. Ainda
se discute nesse capitulo o projeto de um compensador para o sistema médio, com foco
em tornar o compensador implementavel.

Os resultados numéricos sao apresentados no Capitulo 4. Eles ilustram a efetivi-
dade da metodologia proposta para o controle de sistemas descritos por PDEs de difusao
distribuida em assegurar a convergéncia do sistema para o valor 6timo. Isso valida a

abordagem tedrica fornecida nesta dissertacao.
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1 FUNDAMENTOS DO CONTROLE EXTREMAL

Este capitulo fornece uma visao geral das versoes basicas do controle extremal
explorando os algoritimos de Gradiente e Newton para sistemas dinamicos. O Algoritmo
Gradiente, que ajusta parametros para minimizar erros, e o algoritmo de Newton, que
utiliza aproximacoes mais precisas e geralmente convergindo mais rapidamente para o
ponto 6timo. Ao final, faz uma andlise dos avancos e aplica¢oes do ESC em mais de um

século de existéncia.

1.1 Ideia bésica do controle extremal

A versao mais comum emprega sinais de perturbagao com a finalidade de estimar
o gradiente do mapa desconhecido que esta sendo otimizado. Para entender a ideia basica
do ESC, é melhor considerar primeiro o caso de um mapa estatico de entrada tnica da

forma quadratica, como mostrado na Figura 1.

asin(wi)

Figura 1: Mapa quadratico de controle extremal.

Considere o seguinte mapa quadratico

10 =5+ L0 -0y )

onde 6* é o otimizador desconhecido do mapa, é(t) é a estimativa em tempo real de 0* e
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0(t) é a entrada real no mapa.

A entrada real 0(t) é baseada na estimativa 0(t), mas ¢ perturbada pelo sinal
asen(wt) com a finalidade de estimar o gradiente desconhecido f”(6 — 6*) do mapa f(6).
O sinal senoidal é apenas uma escolha para um sinal de perturbagao, mas ha outras pos-
sibilidade para escolha das perturbagoes, tais como ondas quadradas e ruido estocastico,
que podem ser usadas no lugar de senoides, desde que sejam de média zero. A estimativa
é(t) ¢é gerada com o integrador % com o ganho de adaptagao k controlando a velocidade
de estimativa.

O algoritmo de ESC é bem-sucedido se o erro entre a estimativa é(t) e o 0" des-
conhecido, ou seja, o sinal 6(t) = A(t) — 6, converge para zero. Com base na Figura 1,
a estimativa 0(t) ¢ governada pela equacdo diferencial o — ksen(wt)f(0), o que significa

que o erro de estimacao ¢ governado por

dé "

i kasen(wt) {f* + 5 (é + asen(wt))z} : (2)

O esquema mais simples do ESC é baseado em perturbacao para um mapa quadratico
escalar f(0) = f*+f7”(9—9*)2, onde f*, f” e 6* sao todos desconhecidos. O projetista pre-
cisa conhecer somente o sinal de f”, ou seja, saber se 0 mapa quadratico tem um méaximo
ou um minimo, e deve escolher o ganho de adaptacao k tal que sgn(k) = —sgn(f”). O
projetista também deve escolher a frequéncia w e amplitude a do sinal de perturbacao.

Expandindo o lado direito, obtém-se:

dé ¢ 7 " 5 B
) = kaf* sen(wt) +ka3f— sen®(wt) —|—/<:af— sen(wt) O(t)*+ka*f”  sen*(wt) 0(t)
média=0 média=0 rapido,média=0 lento rapido, média:% lento

(3)

Um procedimento de média temporal teoricamente rigoroso permite substituir os sinais
senoidais acima por seus valores médios, produzindo o chamado “sistema médio” que é

exponencialmente estavel [21], dado que o sinal do ganho k seja oposto ao sinal de f”.

<0

dé kf" a2 -
g g e (4)

A teoria da média [21] garante que existe um w suficientemente grande tal que, se
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a estimativa inicial é(O) for suficientemente préxima do 6* desconhecido, entao

kf’a

16(2) — 67 < [6(0) — 6"]e >

L0 (é) +0(a), Vt=0. (5)

Para o projetista, a desigualdade em (5) garante que se a for escolhido pequeno e w for
escolhido grande, a entrada 6(t) converge exponencialmente para um pequeno intervalo
de ordem O (% + a) em torno do ponto desconhecido #* e, consequentemente, a saida

f(6(t)) converge para a vizinhanga da saida étima f*.

1.2 ESC para sistemas dinamicos

O ESC se estende de uma maneira relativamente direta de mapas estaticos para
sistemas dinamicos, desde que a dinamica seja estavel e os parametros do algoritmo sejam

escolhidos de forma que a dinamica do algoritmo seja mais lenta do que a da planta.

1.2.1 Algoritmo do gradiente para sistemas dinamicos

O algoritmo de ESC baseado em gradiente é mostrado na Figura 2.

0 1 =[x a(x0) Y

>
Y = h(x) l
S() My | ——
| S+awy,
é\ A
F K <—G L e—
S S+w] Z=Y-1

Figura 2: Controle Extremal na presenca de mapeamentos dinamicos.

Se a dinamica for estavel e o projetista empregar parametros no algoritmo ESC que

tornem a dinamica do algoritmo mais lenta do que a dinamica da planta [3], a convergéncia
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paramétrica é garantida (pelo menos localmente). O filtro passa-altas s/(s + wp) e o
filtro passa-baixas w;/(s + w;), com frequéncias de corte wy, > 0 e w; > 0, sdo tteis na
implementagao para reduzir o efeito adverso dos sinais de perturbagao no desempenho
assintético, mas nao sao necessarios na analise de estabilidade.

Considere a equacao dinamica

x’:f(x,a(x,@)), (6)

onde a(z,0) é a lei de controle de um lago de realimentagao interno parametrizada por 6.
As condigoes para convergéncia na presenga de dinamica sao os equilibrios = = [(#) do
sistema serem localmente exponencialmente estaveis uniformemente em 6 e que, dado o

mapa de saida y = h(x), existe pelo menos um 6* € R" tal que

0 o
—(hol)(6) =0 (7)
—82 hol)(0)=H <0 8
892( o )( )_ <V, ( )
com H=HT.

A anadlise de estabilidade na presenca de dinamica emprega os conceitos de per-
turbagoes médias e singulares, em uma ordem especifica [11]. A ideia consiste em asse-
gurar que a dinamica da planta esteja em uma escala de tempo rapida, as perturbagoes
estejam em uma escala de tempo média e o algoritmo de ESC esteja em uma escala de
tempo lenta. Isso garante que diferentes componentes do sistema (dinamica da planta,
perturbagdes e algoritmo) estejam sincronizados com suas respectivas escalas de tempo

para alcancar um desempenho adequado.

1.2.2  Algoritmo de Newton para sistemas dinamicos

Considere um modelo néo linear geral de multiplas entradas e saidas unicas (MISO)

T = f(x,u), (9)
Y= h(l‘), (10)



22

onde x € R™ é o estado, u € R™ é a entrada, y € R é a saida, e f : R x R" — R™ e
h: R™ — R sao ambos suaves (continuos e diferencidveis). Suponha que se conhece uma
lei de controle suave u = «(z, ) parametrizada por um vetor de parametros § € R". O
sistema em malha fechada & = f(z, a(x,0)) entdao possui equilibrios parametrizados por

0. Faz-se as seguintes suposigoes sobre o sistema em malha fechada, como em [11].

Hipdtese 1.2.1 Ezxiste uma fun¢io suave | : R™ — R™ tal que f(x,a(x,0)) = 0 se e

somente se x = 1(0).

Hipétese 1.2.2 Para cada 0 € R™, o equilibrio x = [(0) do sistema & = f(z,a(x,0)) €
localmente exponencialmente estdvel, com constantes de decaimento e superacao uniformes

em 6.

Hipotese 1.2.3 FEuxiste 0* € R™ tal que

0 o
2 5o D(E) =0, (11)

%(h o)(0*)=H <0, H=H". (12)

O objetivo é desenvolver um mecanismo de realimentagao que alcance o valor
6timo de y, mas sem exigir o conhecimento de 6* ou das fungoes h e [. O projeto de ESC
baseado em gradiente que atinge esse objetivo, adequadamente adaptado de [11] para o
caso multivariavel é mostrado esquematicamente na Figura 2.

Paralelamente, apresenta-se o esquema generalizado para o ESC baseado em New-

ton para multiplas variaveis, conforme mostrado na Figura 3.
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9] 3= 10 a(x0) Y .
Y = hix) v
S
S M(t) Stwy,
@* | K LG ] A ‘ z=Y-1
T N(1)
. ) H W] by ‘
I'=wl - ol HT |« STeo] ——X)«

Figura 3: O algoritmo ESC baseado em Newton na presenca de dinamica com um
equilibrio, mapa # — y que satisfaz as mesmas condi¢oes do caso estatico.

Os sinais de perturbagao S(t), M(t) e N(t) sao definidos pelas seguintes equagoes

(13)-(16).

S(t) = [ay sin(wit) ... ay sen(wyt)]?, (13)
M(t) = E sen(wnt) .. a%sen(wnt)] | (14)

Nii(t) = g (Sen(wz‘t) - 1) ; (15)

aj 2

sen(w;t)sen(w;t), i#7, ¢,j€{l,...,n} (16)
a;Q;

As frequéncias de sondagem ws, os coeficientes do filtro wy, w; e w,., € o ganho de adaptagao

K sao selecionados como:

w; =ww; = O0(w), i€{l,2,...,n}, (17)
wp, = wwy = wowy = O(wd), (18)
W = wwy, = wiw; = O(wd), (19)
wr = wwr = wiwp = O(wd), (20)
K =wK' =wK" = O(wd). (21)
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onde w e § sdo constantes positivas pequenas, w; é um nimero racional, Wy, w; e wy sdo
constantes positivas O(1), K” é uma matriz diagonal n x n com elementos positivos O(1),
e K/ = §K”. A andlise de [11] e [13] mostra que, no esquema baseado em gradiente,
para "suficientemente pequenos” w e |a|, onde a = [y ay ... a,]|T, e § suficientemente
pequeno, o que implica em pequenas frequéncias de corte do filtro wy e w;, os estados
(x, é) do sistema em malha fechada convergem exponencialmente para uma vizinhanca
O(w + 0 + |af) de 1(0*),0* e a saida y converge para uma vizinhanga O(w + § + |a|) do
y* = (hol)(0*) 6timo.

Na Segao 1.2.4, provamos que o valor médio do sinal » () (na Figura 3) sobre o

periodo

1
IT:= 27TXMMC{—}. (22)

Wi
é suficientemente proximo ao valor real do Hessiano, sob condigoes especificas em w, 9, e
a, onde MMC representa o minimo multiplo comum. Como esta se integrando sobre um
periodo de tempo finito e define-se a priori a fase dos sinais de perturbacao periédicos

iguais a zero, é possivel excluir a condicao w; # w; + wy. As frequéncias de sondagem

precisam satisfazer
/ / 1 / / / !/ / / /
w; & {wj,é(wj + wy.), Wi + 2wy, Wi+ wp £wp} (23)

para todos os distintos i, j, k e . Como serd visto na se¢ao 1.2.4. ignorar as condigdes (23)
estao deslocando a estimativa do parametro para longe de seu valor verdadeiro e levando

as estimativas imprecisas do vetor gradiente e da matriz Hessiana.
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1.2.3 Estabilidade do sistema de malha fechada com algoritmo de controle extremal

Resume-se o sistema em malha fechada na Figura 3 como:

-x- [ f(x,a(x,0*+0~+5'(t))) ]
0 ~K('+HYHYG
d |G —w G+ wi(y — hol(8*) — 7)M(t)
L el ] © ) (24)
dt | p wT+HYI-(H+H)[T+H?Y)
H —wH —wH +w(y—hol(6*) —i)N(t)
]| —wni) +wn(y — h o 1(67)) ]

onde I é a matriz identidade com dimensoes apropriadas.
Para conduzir uma anlise de estabilidade, introduzimos as varidveis de erro § =
0—00=0+St),7=n—hol(0*), T =T —H' ¢ H=H—H, onde 1 é governado

por

N = —wpn + wny. (25)

Faz-se um leve abuso de notagao empilhando quantidades matriciais I' e H junto com
quantidades vetoriais, pois escolhas de notacao alternativas seriam mais incomodas. O

principal resultado de estabilidade é declarado no seguinte teorema.

Teorema 1.2.1 Considere o sistema de feedback (24) sob as Hipdteses 1.1 a 1.3. Existe
@ > 0 e para qualquer w € (0,@) existe §,a > 0 tal que para o dado w e qualquer |a| € (0,)
e d € (0,6) emiste uma vizinhanca do ponto (x,é, G,F,H,n) = (1(6%),0*,0,H Y H,h o
[(6%)) tal que qualquer solug¢ao do sistema (24) inicializada nesta vizinhanga, converge
ezponencialmente para uma vizinhanga O(w + 6 + |a|) daquele ponto. Além disso, y(t)

converge para uma vizinhan¢a O(w + 0 + |a|) de h o [(6*).

Para preparar a prova do Teorema 1.1, que é dada nas Secoes 1.2.4 e 1.2.5, resume-se 0o

sistema (24) na escala de tempo 7 = wt como

dx

(A}az

flx, oz, 0"+ 0+ 5(1))), (26)
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0 K" (T + H G
G —w (G + wi(y — hol(6%) — ij) M(7)
d | ~ - - -
T =0 | WhT+H I = (H+H)T+H) (27)
i —wi(H + H) +w)(y — hol(67) — 7)N(7)
7l | Wil + Wy (y — h o 1(07)) _

onde S(1) = S(L), M(r) = M(L),eN(r) = N(L).

t
w
1.2.4 Anélise de média

O primeiro passo na analise é estudar o sistema na Figura 3 foi “congelar” x, dado

por (26), em seu equilibrio # = [(8* + 0 + S(7)) e substituido em (27), obtendo o sistema

reduzido.
AR K+ HG, '
G (G (0B + F7)) — )V (7)
DNE | =6 whlPot B — (4 H)(Er o+ HY) (2)
B | | —wf (= ol H + i (00r) + 5m) — i) N (r)
] iy + Wy (0(Br) + 5(7)) |

onde v(z) = ho (6" + z)|h o I(0*). Em vista da Hipdtese 1.3, v(0) = 0, dv(0)/0z =0 ,e
0?v(0)/02* = H < 0.
Para provar a estabilidade geral de (24), primeiro mostra-se que o sistema reduzido (28)

tem solucao periédica exponencialmente estavel iinica em torno de seu equilibrio.

Teorema 1.2.2 Considere o sistema (28) sob a Hipdtese 1.3. Ezistem 0,a > 0 tais que
para todos os 6 € (0,0) e |a| € (0,a), o sistema (28) tem uma tinica solugio periddica
exponencialmente estdvel 0%(1), GU(7), H,(7),7%(7) do periodo I1 definido em (22) e esta

solugao satisfaz




‘fE(T) + z": 2”: H_lVViH_lc;ja?

i=1 j=1

1
~H =
7, (7) 1

para todo T > 0, onde:

H(7) — Z Z W'ajcj;a;

i=7 j=1

n
§ 2

Hiiai
i=1

i 5,02 (0)
. 83
C;‘j ! 1 8Zj8zl;2~71 (0)
. e | 93
C;J' - 12 82]0”,25? <O)
i+1 93
is 5070, 0)
. foad” (O)
L 77 | 0z;022
(Wi = o)
J 02;0z;0z,

1.3 Anaélise de perturbagao singular

< O(6 + |al®),

< O+ laf),

< 0@+ lalh),

Vi, je{l,2,...,n}.

Vi g ke{l,2,.. . n}

27

(30)

(34)

(35)

Agora, analisa-se a escala de tempo do sistema completo na Figura 3, cujo modelo

em espaco de estados é dado por (26) e (27) na escala de tempo 7 = wt. Para tornar a
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notagao na analise futura mais compacta, escreve-se (27) como:

d
d—f = de(r, z,§), (36)

onde & = (é, G, [,H, 7).. Pelo Teorema 1.2, existe uma solu¢do periédica exponencial-

mente estavel (1) tal que:

dé; (1)
dr

= 0B(r, L(7,& (7)), & (), (37)

onde L(1,&) = I[(0* + 6 4+ S(7)). Para trazer o sistema (26) e (36) para esta forma de

perturbagao, desloca-se o estado £ usando a transformacao é =¢-d(r)e

é - -
% - 5E(T,ZE,€), (38)
dx ~ ~
wo— = F(r,x,¢), (39)
onde
E(r,z,8) = E(1,2,§ + &) — E(r, L(7,€M(7)), (7, (40)
F(r,2,6) = f(x,alx, & + 07+ 0%(7) + S(7))) (41)

Observa-se que x = L(T, 3 —1—81(7')) ¢ o estado quase-estacionario, e que o modelo reduzido

dé’r I -] -
S =GB, L(r, E1(r)), & + €1(7) (42)
do sistema tem um ponto de equilibrio na origem éT = 0. Esse equilibrio foi mostrado na

Segao 1.2.4 como exponencialmente estavel para |a| pequeno.

Para completar a analise de perturbacgao singular, também estuda-se o modelo de
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camada limite (na escala de tempo t — tg = 7/w):
de,

dr

F(r,z,+ L(7,6 + €1(1)), ) (43)
f

(xp +1(0), a(xp +1(0),0)), (44)

onde 6 = 6* + 0 + S(7) deve ser visto como um pardmetro independente da varidvel
temporal t. Como f(I(0),a(l(0),0)) = 0, entdo 2, = 0 é um ponto de equilibrio de
(44). Pela Hipdtese 1.2, esse equilibrio é localmente exponencialmente estével de forma
uniforme em 6 (e, portanto, em [(6)).

Combinando a estabilidade exponencial do modelo reduzido (42) com a estabili-
dade exponencial do modelo de camada limite (44), usando o teorema de Tikhonov’s no

Intervalo Infinito (Teorema 9.4 em [21]), concluimos o seguinte:

(a) A solucao &(7) de (36) ¢ O(w)-préxima a solugao &(7) de (42), e portanto ela converge
exponencialmente para uma vizinhanca O(w) da solugao periédica (1), que é
O(0)-préxima ao equilibrio £2¢ . Isso, por sua vez, implica que a solucdo 6(t) de

(27) converge exponencialmente para uma vizinhanga O(w + 9)

> lejcsy -l al + (00 Dhsa (45)

j=1

Segue entio que (1) = 6* + 6 + S() converge exponencialmente para uma vizi-

nhanca O(w + d + |a|) de 0*.
(b) A solugao z(7) de (39) satisfaz

(1) = U6 + 07(7) + 5(7)) — a(t) = O(w), (46)

onde 0,(7) é a solucdo do modelo reduzido (28) e z, é a solucio do modelo de

camada limite (44).

A partir de (46), obtém-se:
2(7) = U(0*) = Ow + 1(07).(7) + S(t)) — 1(0%) + z3(2). (47)

Como 6*(7) converge exponencialmente para a solugao periédica OM(7), que estd
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O(0)-préxima ao equilibrio médio (45), e como a solucao x,(t) de (44) estd em
decaimento exponencial, entao, de acordo com (47), z(7) — I(6*) converge exponen-
cialmente para uma vizinhanca O(w+ ¢+ |a|) de zero. Consequentemente, y = h(x)
converge exponencialmente para uma vizinhan¢a O(w+0+|a|) de seu valor maximo
de equilibrio h o [(6*). Isso completa a prova do Teorema 1.1. Em termos simples,

pode-se dizer que o sistema se autoajusta e conserta seus préprios erros.

1.4 Avancos e aplicacgoes do algoritmo de controle extremal em otimizacao e controle em

tempo real

Conforme discutido brevemente até agora, o ESC é um método poderoso para
resolver problemas de otimizacao sem o conhecimento do mapa operacional, usando ape-
nas as medigoes da saida do mapa. Lidando com problemas semelhantes aos algoritmos
evolucionarios genéticos, o ESC foi inventado meio século antes dentro da comunidade
de controle inicial e é bem adequado para a implementacao em tempo real em plantas
com dinamicas significativa. Algoritmos ESC modernos, desenvolvidos desde 2000, sao
capazes de garantir estabilidade e até mesmo taxas prescritas de convergéncia, apesar do
modelo da planta e da funcao de indice de desempenho serem desconhecidos.

Alguns resultados fundamentais do ESC, incluindo algoritmos deterministicos para
jogos nao cooperativos e extensoes do ESC de atualizagoes baseadas em Gradiente para
Newton, foram desenvolvidos. Uma prova que expande a validade do ESC da estabilidade
local para a semi global foi publicada em [8]. O livro [22] apresenta versoes estocasticas
dos algoritmos onde as senoides sao substituidas por sinais de perturbacao de ruido branco
filtrados. Diversas aplicagoes de ESC também surgiram desde 2000, como busca de fonte
para veiculos autonomos em ambientes sem GPS [23], MPPT para fontes de energia solar
e edlica [24], modelo computacional de laser de frequéncia estabilizada para ajuste de
parametros do controlador de busca extrema [25].

Pouco mais de um século desde suas primeiras aplicacoes e mais de duas décadas
desde sua prova formal de convergéncia [11], o algoritmo de busca de extremos foi reco-
nhecido como uma das mais importantes ferramentas de otimizacao em tempo real sem
modelo. No entanto, até recentemente, o ESC era restrito a sistemas dinamicos, repre-
sentados por conexoes de EDOs e mapas convexos nao lineares com pontos extremos

desconhecidos.
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Neste contexto, o livro [10] apresenta os primeiros resultados sobre a teoria e o
design de estratégias do ESC para sistemas governados por PDEs. As principais ideias
para o design dos métodos gradiente-Newton e a andlise de estabilidade para sistemas
de dimensao infinita sao discutidas considerando uma ampla classe de PDEs parabdlicas
e hiperbdlicas, equacoes de atraso, equacao de onda em modelos de reacao advecgao,
difusao.

Além disso, aplicagoes de engenharia sao apresentadas, incluindo problemas de
jogos nao cooperativos, estimulagao elétrica neuromuscular, reatores biolégicos, sistemas
de perfuracao de Petréleo e controle de fluxo de trafego para mobilidade urbana, sempre
utilizando o ESC como ferramenta principal reforca que o ESC continua a ser reconhecido
como uma das abordagens mais poderosas para otimizacao sem modelo, com um impacto
crescente em diversas areas tecnoldgicas .

Portanto, desde sua invencao em 1922, o ESC evoluiu consideravelmente, com
importantes desenvolvimentos tedricos, como a prova de estabilidade e extensoes de atu-
alizacao para gradiente e Newton. Suas aplicacoes praticas, que vao desde veiculos inde-
pendentes e fontes de energia renovaveis até sistemas complexos de controle, comprovam
sua importancia. A recente expansao do ESC para sistemas governados por PDEs am-
pliou ainda mais seu alcance, permitindo o tratamento de problemas mais complexos,

como os citados do livro em [10].
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2 FORMULACAO DO PROBLEMA

Aqui, apresenta-se a descricao detalhada do problema, abordando inicialmente
o controle extremal em sistemas sem o uso de PDEs. Em seguida, discute-se o ESC
com PDEs, focando especificamente em modelos de difusao distribuida. A geracao de
trajetorias para sinais de perturbacao aditiva é abordada como um aspecto crucial para
testar a robustez do controle. Além disso, o capitulo explora o erro de estimagao, que
avalia a precisao do modelo em relacao a realidade, e analisa as dinamicas dos erros,

observando como esses erros evoluem e impactam o sistema ao longo do tempo.

2.1 Motivacao do problema

Considere uma PDE de difusao dada por

Oya(z,t) = €0ppa(z,t), (48)
a(L,t) = 0(t), (49)

onde a(z,t) é o estado, € > 0 é o coeficiente de difusao, x € [0, L], sendo L o dominio da
PDE. A representagao geométrica das equagoes (48)—(49) ¢ ilustrada na Figura 4.
Neste caso, 0(t) serve como uma fonte de fluxo de calor/frio, que varia com o
tempo. Em particular, o gradiente de temperatura «(x,t) varia também ao longo da
distancia x. Assim, o fluxo de calor que entra é difundido para a ventilacao de retorno

a(0,t). Além disso, a temperatura média ao longo do dominio espacial é dada por
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Figura 4: Representagao geométrica do perfil de temperatura modelado pela PDE de
difusdo dada por (48)—(49), onde 6(t) é a fonte de fluxo de calor/frio.

Assim, especificando-se uma temperatura média desejada ©*, o problema de con-

trole a ser tratado diz respeito ao projeto de um compensador tal que O(t) convirja

para uma vizinhanca de ©*. Neste trabalho, este objetivo sera alcancado utilizando uma

estratégia baseada em ES.

2.2  Controle extremal sem PDEs

O objetivo do ESC é otimizar um mapa estético desconhecido y=Q(0) resolvendo-

se uma otimizagao em tempo real com saida desconhecida ideal y*, um otimizador ©*,

saida mensuravel y(t) e entrada ©(t). O esquema do ESC padrao sem PDE ¢ ilustrado

na Figura 5.

@)

O(7)

» Q()

y(1)

+

S(7)

M)

Figura 5: Esquema de ESC padrao sem PDE.

O método do ESC apresentado por [7] utiliza um sinal de perturbagao senoidal e
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um sinal de demodulacao dados, respectivamente, por

S(t) =asen(wt) e M(t) = zsen (wt), (51)

com amplitude a > 0 e frequéncia w > 0. Ambos os sinais sao escolhidos de modo a
obter estimativas do gradiente desconhecido 0Q(0©)/00O e da Hessiana negativa H :=
0?Q(0)/06? < 0 do mapa nao linear Q(O) a ser maximizado. A entrada real O(t) :=
O(t) + S(t) é derivada da estimativa em tempo real O(t) de ©*, mas é perturbada por
S(t). A estimativa ©(t) é gerada com o integrador @(t) = KM(t)y(t) que aproxima
localmente a lei de atualizacao de gradiente, ajustando é(t) para ©*. Portanto, ao definir
0 erro de estimativa 9(t) = O(t) — ©*, a dinamica média do erro torna-se Vo, = kHVqy,
sendo exponencialmente estavel, onde k£ > 0 é um ganho de adaptacao. Isso significa que
19% diminui exponencialmente com o tempo.

Este sistema é estatico, sem as complexidades adicionais que as PDEs trazem
(como a dependéncia de varidveis espaciais e temporais), entretanto, falar de ESC sem
PDEs é importante para demonstrar a aplicabilidade da técnica em contextos onde a
complexidade matematica é menor, mas o desafio de otimizar em tempo real ainda esta

presente, principalmente quando a relagao exata entre a entrada e a saida nao é conhecida.

2.3 Controle extremal com PDE de difusdo distribuida

Aborda-se agora o problema de controle extremal com PDE de difusao distribuida.
Neste caso, a dinamica de atuacao é descrita por uma equagcao de difusao distribuida com
coeficiente de amortecimento € = 1 (sem perda de generalidade). Aqui serda abordado o

caso escalar, em que 6(t) € R e © € R, tal que

o) - [ C ol iy (52)
Ora(x,t) = Oppr(z,t), (53)
0,a(0,t) =0, (54)

a(L,t) = 0(t), (55)
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onde a : [0, L] x Ry — R e L > 0 é uma constante conhecida. O sinal de saida medido

com o sensor é representado pelo mapa estatico desconhecido

onde O(t) dado em (52) é a entrada do mapa.

Considere o mapa nao linear desconhecido localmente quadratico, dado por
* H *\ 2
QO =y +5(O-0F, (57)

onde ©*, y* € R e H < 0 ¢é a Hessiana do mapa. Assim, segue de (56) e (57) que a saida
do mapa é dada por

J(t) =y + (00— ') (53)

A partir do esquema proposto em [16] e da combinacao de (52)—(55) com o esquema de
controle extremal discutido na Secao 2.2, o sistema do ESC em malha fechada com a

dinamica de atuagao governada pela PDE de difusao distribuida é ilustrado na Figura 6.

0(t) = a(L,t) |da(z,t) = Onalz,t)| ©O) y(t)
> : Q)
e(t) =f oz, t)dz
0 M(t)
G(t
i(t) - U(t) Compensador de |g ®) %
+ < <—— PDE de difusao Er(f}
distribuida € =
S(t)
N(t)

Figura 6: Esquema de ESC com PDE de difusao distribuida.

2.4 Geracao de trajetoria para o sinal de perturbacgao aditiva

Para especificar a perturbagao aditiva S(t) no Controle Extremal para PDE de Di-

fusao Distribuida, deve-se resolver o chamado problema de geragao de trajetéria, conforme



descrito em [20]. Primeiro, considera-se a equacao de difusao

Ut = Ugy

u.(0,t) =0,
com o seguinte sinal de referéncia
u"(0,t) = Ae*tI?,

onde A e ¢ sao constantes a serem projetadas.
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O objetivo é determinar a entrada de referéncia u"(L,t). Para isso, considera-se

que a resposta completa da trajetéria pode ser escrita como
o0 xk
u'(z,t) = Zak(zﬁ)H
k=0

De (61) e (60), segue que

ao(t) = u"(0,t) = Ae®t9®  ay(t) = u’(0,t) = 0.

T

Em seguida, substitui-se (62) em (59), tal que

Com isso, obtém-se a seguinte relagao recursiva

Af+2 (t) = dk (t) .

(64)

(65)

(66)

(67)

(68)



Essas condigoes resultam entao em

as(t) = ag(t) = Aae™7?
az(t) = a1(t) =0

as(t) = as(t) = Aa?e™t/?
as(t) = as(t) =0

ag(t) = ay(t) = Aa’e™ 79

ou seja,
agk+1(t) =0
ag(t) = Aaketi?
para todo k£ =0,1,2,..., tal que a trajetoria do estado é
u'(z,t) = Zamz(t)ya
k=0

Z 02k+2 2k , )

_ k_at+jé a?*
_ZAO‘ SNCTATE

Z at+j¢ )Qk :
k=
= Ae®t9? cosh (var).

Para o caso em que

u"(0,t) = Asen (wt + @),

tem-se que

Asen (wt 4 ¢) = Im{Ae@H9)}

37

(82)
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Assim, fazendo o = jw em (81), a trajetdria pode ser obtida diretamente de (81) fazendo

0 seguinte
u"(z,t) = Im {Aewﬂq5 cosh ( ij)} : (84)

Note que

I+

= (772 = 3™/t = cosT /4 + jsenT/4 = —.
Vi = (e7™?) [4+ ] / 7

Fazendo essa substituicao, resulta em

=Im {Ae] “t+9) cosh ((1 ~|—j)\/§x) } : (86)
:Im{Adew(éHﬂ¢§p25uﬂm@&)}’ )
:Im{Aert+¢ (e\/_aH—J\/_x_;e \/_:v J\/_:c>}7 (58)
=TIm {g e] (@i+0) o/ Fa+iy/5e + I Wit —V/5e- sz)} (89)

— Im {é <€\/§x+j(wt+¢+\/§$) n e—ﬂx+j(wt+¢—\/§m))} ’ (90)

A w A w
= 56\/;1 sen (wt +o+ \/gx> + 56_ 2% gen <wt + ¢ — \/gx)

Calculando-se a integral de u"(x,t) em relacao a = (termo distribuido), tem-se que

—~
Ne)
—_

~—

I= /L u'(x,t)dx (92)

L
]:/0 {ge 2%gen (wt+¢+ \/gx> 56 V5% sen (wt—i—gb \/; )] dxr  (93)
I:/OL {ée 2% gen (wt%—qb—l—\/gx)} dx—l—/OL {ée_\/gxsen (wt%—qb—\/gx)} dx
(94)

I=1+1, (95)
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onde

I = /OL {ée 2% gen (wt +o¢+ \/gx)} dz. (96)
L
I, = /0 {ée_ 27 gen (wt +¢— \/ga:)} dx. (97)

Resolvendo as integrais I e I, tem-se que

b Ao (w0 1f5) e (a0 1,2))]
_ 2:/4@ [sen (wt + ¢) — cos (Wt + ¢)] . (58)
I = 2;1% {G—L\/? (cos (wt+ 6 - L\/@ —sen <°“t oo L\/@)}
+ 2\?% [sen (wt + ¢) — cos (Wt + ¢)] . %)

Dai, tem-se que a integral I = I, + I, é dada por

1o [ (o (02 o002 5))

~ 57 ben (wt + ) — cos(wt + )]
[ o) o)
+ 2\1/4% [sen (wt + @) — cos (wt + ¢)], (100)

I= 2\;1% [eL\/g (sen (wt + ¢+ L\/g) — cos <wt + ¢+ L\/g)ﬂ
2\’/4% {eL\/? (cos (wt +o— L\/g) — sen (wt +— L@))] . (101

_|_

Como

cos (%) = sen (%) S (102)
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entao

I =

S

5 {L\/_<sen<wt+¢+L\/g)cos<Z)—sen(%)cos(wt—quﬁ—kl/\/g))}
_ A [ Lf(sen(m L@m(g)_sen(g)cos(wt+¢_L@>)]

(103)

N
&

Como
sen (a — b) = sen (a) cos (b) — sen (b) cos (a). (104)

segue que

:%:eLﬂsen(wt%—(bjLL\/g—%)] Q:jc_u{ L\/_sen(wt+¢ L g %)],

I = % :eL\/gsen (wt+¢+L\/g— %) —e*L\/gsen (wt+¢—L\/g— %)] .

A =eVE Ay = —eVE (107)

w o w o
¢1_L\/;_Z’ ¢2=—L 5T (108)

Pode-se reescrever I como

I= 2\/_ [Agsen (wt + ¢ + ¢1) + Agsen (wt + ¢ + ¢9)] . (109)

Realizando a soma fasorial, tem-se que :

I= TBsen(wt%—qb%—w). (110)

A partir disso, o sinal de perturbagao S(t) é adaptado do esquema de controle extremal

basico descrito na Segao 2.2. O problema de geracao de trajetdria a ser resolvido é definido
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a seguir:

S(t) = B(L,1), (111)
OB(x,t) = OpuB(z,1), (112)
0,6(0,t) =0, (113)

/0 By, t)dy = asen(wt), (114)

onde 5 : [0, L] x R, — R. A solugao explicita de (111) é obtida da trajetéria de referéncia
B(0,t) = Asen(wt + ¢),
L L
/ By, t)dy 32/ B (y,t)dy = asen(wt).
0 0

Logo, o problema de geragao de trajetéria consiste em determinar B(L,t) tal que as

equagoes (112)—(114) sejam satisfeitas. A solugdo para esse problema é:

S(t) = ge\/ﬁsen (wt + o+ 1/%L> + ée_\/ﬁsen (Wt-i- b=/ gL) . (116)

desde que a amplitude A e o angulo de fase ¢ sejam escolhidos da seguinte maneira:

A=2ay/w/B e ¢=—1, (117)
onde
Neow Nom 1/2
B= [eL Mo e VR _9cos (LV2w)| (118)
sign(v1) 7, se Py = 0,
Y = q arctan (%), se 1y > 0, (119)
T + arctan <%)7 se Py < 0,

\
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sendo

Y1 = e“V'% sen (L 5 — %) — e V% sen (—L 5 — %), (120)
(I "V cos (L\/g - %) — e EVE cos (—L 5 — %) (121)

Por outro lado, os sinais de demodulacao M (t) e N(t) utilizados, respectivamente, para
estimar o gradiente e a Hessiana do mapa estético multiplicando-os pela saida y(t), sdo

definidos da seguinte forma [14]:

G@):Aﬂﬂmw<mmJW@%:§wnww. (122)
ﬁ@:AWM@CMLMﬂ:—%mM%ﬂ (123)

2.5 Erros de estimacao e dinamicas dos erros

Como o objetivo é determinar ©*, que corresponde ao sinal de atuacao desconhe-

cido 6timo 6(t), consideram-se as seguintes varidveis de estimativa e erros de estimagao:
0(t) = 0(t) — S(t), O(t) = O(t) — asen (wt), (124)

(t) —0*, I(t):=0O(t) — 6. (125)

>
—~
~
N—
I
D>

Seja @ : [0, L] x Ry — R definida como a(x,t) = a(z,t) — B(z,t) — O*. A partir de
(52)—(55) e (111)—(114), juntamente com (124)—(125), resulta em:

I(t) = /L a(y,t)dy + (L —1)0". (126)
Oz, t) = Oppe(, 1), (127)
0,a(0,t) =0, (128)

a(L,t) =0(t). (129)
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Finalmente, a dinamica do erro é obtida tomando-se a derivada temporal de (126)-(129)

e utilizando § = é(t) =U(t) e u(x,t)=a(z,t), tal que:

() = /0 u(y, t)dy, (130)

Owu(x,t) = Opul(x,t), (131)
9,u(0,t) = 0, (132)
u(L,t) =U(t). (133)

Note que a expressao em (130) é obtida da aplicagdo da regra de Leibniz para derivadas
integrais. Note que o erro de estimagao propagado ¥(t), a entrada ©(t), e o otimizador

do mapa estatico ©* relacionam-se da seguinte forma:

Y(t) + asen(wt) = O(t) — O. (134)

Isso mostra como o erro de estimagao varia ao longo do tempo em relagao a uma fungao

senoidal e ao valor 6timo.
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3 RESULTADOS PRINCIPAIS

O presente capitulo apresenta o projeto do compensador para sistemas com PDEs
de distribuicao distribuidas. O projeto do compensador visa otimizar a resposta do sis-
tema, levando em consideracao a dinamica espacial e temporal da difusao. Em seguida,
ele trata do desenvolvimento do compensador para o sistema médio, buscando simplificar
a modelagem e o controle sem perder a precisao nos resultados. Por fim, a estabilidade
do sistema original é comprovada, verificando-se as condi¢oes para garantir que a imple-

mentagao do compensador mantenha o sistema estavel e funcional ao longo do tempo.

3.1 Projeto do compensador de PDE de difusao distribuida

Considere a dinamica do erro dado por (130)—(133). O teorema a seguir assegura
a estabilidade exponencial do sistema em malha fechada com o compensador proposto.
Teorema 3.1. Considere o sistema em malha fechada dado pela interconexao da planta

(130)—(133) com o controlador

U(t)= KZ(t), (135)
onde
/ ) dy. (136)
1
o) = (17 — o). (137)
Se K for escolhido tal que
A, = KL < 0,
2
Ay # —(26+ 1) 1z ° €N,

entao, para qualquer condigao inicial u(-,0) € L*(0, L), o sistema em malha fechada possui
solugao tinica dada por (9(¢),u(-,t)) € C([0,00], R" x L*(0, L)), que é exponencialmente

estavel. Logo, existem constantes positivas n e v tais que

Q(t) < 7Q(0)e (138)

Q(t) = [9(t)? +/O u(z,t)? dx. (139)
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Demonstracao. Considere a transformagao do estado de dimensao finita ¥(t), Z(t) dada
em (136) e a transformacao de dimensao infinita do estado do atuador u(zx,t) dada por

[26] :

w(z,t) = u(z,t) = () (ﬁ(t) +/O 9(y)uly, t)dy> =u(z,t) =(x)Z(t),  (140)

onde a funcao de kernel 7(-) serd especificada posteriormente.

Usando (136) e (140), mapeia-se a planta (130)—(133) para o “sistema alvo”:

Z(t) = AaZ(t) (141)
Oyw(z,t) = Oppw(z,t) (142)
9,w(0,t) =0 (143)
w(L,t) = 0. (144)

Para ver isso, primeiro diferenciamos Z(t) em (136). Usando a relacao (140), integragao

por partes e as relagoes em (141), (142) e (136), resulta em

Z(t) :/0 (149" (v)) uly, t)dy + g(L)dyu(L,t) + ¢g'(0)u(0,t) — g'(L)U(t).  (145)

Como g(+) em (137) é a solugao do seguinte problema de valor limite:

g//(r) — _1’
g(L) =0,
9'(0) =0,

a relacdo (145) se torna Z(t) = LU(t). Portanto, com o controlador (135), chega-se a
(141).
Para demonstrar (142)—(144), diferencia-se (140) em relacao ao tempo e aplica-se

integracao por partes juntamente com as relagdes em (130)—(133) e o fato de que

O, (19@) + /OLg(y)U(y,t)dy) = Z(t) = AaZ(t).
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Isso resulta em:

Ouw(z,t) = Do, 1) — (x) Aat ¥ (W) T / g(y)uly. t>dy) . (146)

Tomando as derivadas espaciais de (140) e se o kernel () satisfaz a

V' (r) =~(r)Aa, (147)
(L) =K, (148)
7'(0) =0, (149)
ou seja,
I (o) = KA (eVAar 4 ovas ), (150)
onde
A = eVAal 4 g=VAaL (151)

entdo, combinando-se (146) com as derivadas espaciais de (140) e (147), obtém-se (142).
Além disso, tomando z = 0 em (140) e na sua primeira derivada espacial, e ainda conside-
rando as relagoes em (132) e 149), chega-se a (144). Fazendo x = L em (140) e utilizando
as relagoes em (135) e (148), chega-se a (144). Para mostrar que A # 0, considere que
K < 0 tal que Ay = KL seja negativo. Assim, pode-se definir um A > 0 tal que

Aa= -\, (152)

Logo, segue de (151) que
eiVAL + e~ VAL _ i2VAL +1,

que é diferente de zero sempre que cos(2vVAL) # —1 e sen(2v/AL) # 0, ou seja,

9%+ 1
\/XL#@, k€N,

+1)27T2

Assim, tem-se que A 7# (%Tv para k € N, ou ainda A, # —(@n+1)n?

1z para k € N. Com

isso, as condigbes de estabilidade de A e invertibilidade de A sao satisfeitas tomando

—(25+1)%72

K <0 tal que Ay < 0 e A, seja diferente de iz
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De maneira semelhante, as transformagoes inversas de (143)-(144) sao dadas por
u(t) = w(z.t) + 4 (2) (1), (153)

onde 7(-) deve satisfazer as condigoes de contorno em (147)—(149). Finalmente, a trans-

formacao inversa de (136) é dada por:

o0 = (1= [ swnwas) 20 - [ sty (154)

Considere a funcao de Lyapunov candidata

V(t) = %ZQ(t) +% /0 w(z, t)? da. (155)

A partir de (142)-(152) e utilizando integragao por partes, resulta em
. _0 L
V(t) < —AZ3(t) + w(a:,t)@xw(a:,tﬂz;L — / Oyw(w,t)? dx. (156)
0

Usando as condigbes de contorno (143)-(144) e a desigualdade de Poincaré, tem-se
que

V(t) < —AZ2(t) — — /Lw(x,t)2dx. (157)

Portanto, tomando-se p = min {—3, 51} obtém-se que V(t) < —pV(t). Pelo lema da
comparagao, ¢ possivel mostrar que V (t) < V(0)e *".
Para demonstrar a estabilidade nas varidveis originais 9(t) e u(z,t), é suficiente

mostrar que

MQ(t) < V() < MQ(t) (158)

para escalares positivos M e M e o Teorema 3.1 é demonstrado com n =

==

Para estabelecer os limitantes em (157), utilizam-se as expressoes em (136)-(140)-
(153) e (154), e aplica-se as desigualdades de Young e Cauchy-Schwartz. Com isso, os
limitantes em (157) sao dados por

y€[0,L]

M = <3w +9L sup ’y(y)2w> r. (159)

onder =35 ,w=1+Lsup,p9(y)? M= sendo:

1
2 2M>°
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M =9 [1 4 Lsup,eio 1 9(y)*7(y)*] + 65up,c0. 1) 9:(y)* + 3+ 9sup,epo 1) 7(y)*.

Além disso, conclui-se de (141) que Z(t) é limitado e converge exponencialmente
para zero. De (140), conclui-se que w(-,0) € L*(0, L), logo, segue de (143)—(144) que
w(-,t) € C(L*(0,L)). Utilizando a transformagao inversa (153), pode-se concluir que
u(-,t) € C(L*(0,L)).

A unicidade da solucao fraca é demonstrada utilizando a unicidade da solugao fraca

dos problemas de borda (142)—(144) (veja [26]; [2]). Isto conclui a demonstragao.

3.2 Projeto do compensador para o sistema médio

Apesar do compensador em (135) ter sido efetivamente projetado na Secao 3.1, este
compensador nao pode ser diretamente implementado, pois ¥ nao esta disponivel para
medicao. Para tratar este problema, nesta segao, propoe-se uma extensao do resultado
de [14] para o caso de PDE de difusao distribuida, de modo que seja possivel obter uma
versao implementavel de (135).

Considere a substituigao da rela¢ao (134) em (58):

7 9() + asen(wt))2. (160)

) =9 + —
y(t) v

Substituindo (160) em (122), tem-se:

Qlt) = gsen(wt) {y* + %ﬁ(t) + asen(wt)f} (161)
= gy* sen(wt) + %192(15) sen(wt) + %(Qaﬁ(t) sen(wt) + a® sen®(wt). (162)

Além disso, substituindo-se (160) em (123), tem-se:

H(t) = —S cos(2wt) {y* + g(ﬁ‘(t) + asen(wt))ﬂ (163)
- —%y* cos(2wt) — 4a_}2] [0(t) cos(2wt) — 2ad(t) sen(wt) cos(2wt) 4 a® sen’(wt) cos(2wt)] .

(164)

Assim, calculando-se as médias de G(t) e H(t), ou seja,

w

27w
Gult) = 5= [ 600
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R w [FIe
o (8) / (1)

2m
obtém-se que as versoes médias do gradiente e da estimativa da Hessiana sao dadas,

respectivamente, por
Gay(t) = HO4 (1), e Hu(t)=H, (165)

para w suficientemente grande tal que é possivel assumir que 9J(t) é aproximada-
mente constante.
Com isso, tomando-se K = KH em (135), para K > 0 (lembrando que H < 0), a

versao média de (135) torna-se

Un(t) = KHOW(t) + KH / 9y )i (9, 1) dy. (166)

Dai, substituindo-se as relagoes (165) em (166), tem-se

Uni() = KGo(t) + K Ho(8) /0 0 ()t (3, ) . (167)

Além disso, o sistema médio de (130)—(133) é dado por

utt) = [ C01) dy (168)
Oy (7,1) = OpyUay (1) (169)
Dyt (0, 1) = 0 (170)

(L, 1) = Up (8 ()

onde Uay(t) € R, Uy (t) € R, e x € [0, L]. Seguindo os mesmos passos do Teorema 3.1,
pode-se concluir que o sistema médio serd exponencialmente estavel com o controlador

(166) ou equivalentemente (167).
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3.3 Estabilidade do sistema original

A seguir apresenta-se o teorema principal obtido quando a lei de controle U(t)

dada por
U(t) = KG(t) + KH(t) /L g)u(y,t)dy, K >0, (172)

inspirada por sua versao média dada em (167) e (136), é aplicada no sistema em malha
fechada (130)—(133).

Teorema 3.2. Considere o sistema de controle na Figura 3, com a lei de controle
U(t) dada em (172). Existe w* > 0 tal que, Yw > w* suficientemente grande, o sistema
em malha fechada (130)—(133) tem uma solugao periédica localmente exponencialmente
estével tnica em ¢t com perfodo II := 22 denotada por 9"(t),u"(z,t). Esta solucao

satisfaz a seguinte desigualdade:

(19" ®))* + [u"(@))2) " < 0 (i) V> 0. (173)

Além disso,

1
limsup |0(t) — ©*| = O (A + a) : (174)
t—o0
limsup |O(t) — ©*| = O (a + i) , (175)
t—o00
limsup |y(t) —y*| = O (a2 + i?) . (176)
t—o00 w

Demonstracao. A partir da estabilidade exponencial provada no Teorema 1 e da inver-

tibilidade da transformagao (136) dada em (154), segue que

([0as (B)* + [t ()]?) < MM ([0 (0)° + JJuan (0)[*) M >0, VE=0.  (177)

A partir de (177), a origem do sistema em malha fechada médio, representado na variavel
de estado original da PDE w,,(z,t), é também exponencialmente estavel. Em seguida,
de acordo com a teoria da média em dimensoes infinitas [27] (Veja Apéndice A), para

w suficientemente grande, o sistema em malha fechada (130)-(133), com U(t) em (172),
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possui uma solucao periddica exponencialmente estavel inica em torno de seu equilibrio
(origem), satisfazendo (173).

Por outro lado, a convergéncia assintética para uma vizinhanga do ponto extremo ¢é
provada ao tomar o valor absoluto da segunda expressao em (124) apés substituir O(t) =

J(t) + ©* de (125), resultando em:
|O(t) — ©*| = |9(t) + asen(wt)]. (178)
Considerando (178) e escrevendo-a ao adicionar e subtrair a solucao periédica 9 (¢), segue
6(t) — 67| = |9(t) — 9"(t) + 9"(t) + asen(wt)]. (179)

Aplicando o teorema da média [27], pode-se concluir que () — 9*1(t) — 0, exponencial-

mente. Consequentemente,

limsup [O(t) — ©*| = limsup [¢#"(¢) + asen(wt)|. (180)
t—o00

t—o00

Finalmente, utilizando a relagao (173), chega-se ao resultado apresentado em (175). Visto
que B(t) — ©* = 6(t) + S(t) de (124) e (125), e relembrando que S(t) é de ordem O(A),
como mostrado em (174), finalmente obtém-se, com

lim sup |0(t)| = O <l) :
w

t—o00

o limite final dado em (174).
Para mostrar a convergéncia da saida y(t), pode-se seguir os mesmos passos usados

para ©(t) ao inserir (175) em (58), de modo que

limsup |y(t) — y*| = limsup |HY*(t) + Ha® sen(wt)?| . (181)
t—o00

t—o00

Portanto, ao reescrever (181) em termos de ¥ (¢) e novamente com a ajuda de (173),

finalmente obtém-se (176).
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4 RESULTADOS NUMERICOS

Esse capitulo aborda a estabilidade e a convergéncia para a vizinhanca de valores
Stimos (©*, y*) a partir das simulagdes do problema de PDE de difusao distribuidas como
provado no capitulo anterior considerando o mapa estatico (57). Assim, busca-se validar

a metodologia empregada utilizando-se destas simulagoes com diferentes parametros.

4.1 Estudo de caso 1

Nesta secao, analisa-se um cenario inicial projetado na Tabela 1 que serve de re-
feréncia para os demais estudo de casos subsequentes. O foco esta em validar a capacidade

do método proposto em garantir que o sistema convirja para o ponto 6timo.

Tabela 1: Parametros da simulacao 1

Simbolo Descricao Valor
K ganho do compensador 0.2
a amplitude da perturbacao 0.2
w frequéncia de perturbacao 10
c frequéncia do controlador 10
L dominio espacial [m] 1
CN otimizador do mapa estético 2
y* valor 6timo do mapa estatico )
H Hessiana do mapa estatico -2

A saida do mapa estatico (57) do sistema em malha fechada é mostrada na Figura
7. Entao, analisando esse grafico que representa a resposta do sistema em funcao da
variavel de entrada é possivel observar a convergéncia para o valor 6timo escolhido y* = 5.
Cabe lembra, que o mapa estatico relaciona diretamente a entrada do sistema com a saida

sem levar em conta as dinamicas temporais.
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-y —y(t)]|
0 5 10 15
Tempo |s]

Figura 7: Saida do mapa estatico y(t) .

Os sinais dos parametros 6(t) e O(t) estao apresentados na Figura 8, eles evoluem
ao longo do tempo, permitindo a anélise do comportamento dinamico e da interagao desses
parametros. E possivel notar que a convergéncia para a vizinhanca do valor 6timo ©* = 2

foi alcangada em um tempo relativamente curto de aproximadamente 5 segundos.

T W’m i ”’\’\”\'»’
< Ir '
?5’0_ /!
_1 . [T
0 b Tempo[s] 10 15

Figura 8: Sinais dos parametros 6(t) e O(t).

Finalmente, o sinal de compensacao U(t) do compensador de PDE de difusao
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distribuida implementado (172) é apresentado na Figura 9.

0.8

0.6

0.4

Ul(t)

0.2

-0.2 L 1
0 ) 10 15

Tempo [s]

Figura 9: Saida do compensador de PDE de difusao distribuida U (t).

Esse grafico mostra como o compensador age para estabilizar o sistema ao longo
do tempo, ajustando a entrada de controle U(t) de acordo com as variagoes dinamicas do

processo. Alguns pontos importantes a serem analisados:

e Oscilacoes iniciais: O sistema apresenta uma resposta oscilatéria significativa no

inicio, indicando um comportamento subamortecido.

e Decaimento exponencial: Apds cerca de 5 segundos, as oscilacoes diminuem em

amplitude, indicando que o sistema esta se estabilizando.

e Estabilizagao: Por volta de t = 10s, U(t) aproxima-se de zero, sugerindo que o

sistema atingiu o estado estacionario.

Pode-se dizer que a variagao de U(t) ao longo do tempo reflete a adaptacao continua
do compensador as condigoes do sistema compensando as perturbagdes e/ou incertezas

(ue possam OCOrTer.
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2.5 T T

Tempols]

Figura 10: 6 estimado .

Esta Figura 10 é o sinal que estima o gradiente ao longo do tempo. Esse compor-

tamento é fundamental para garantir que o estado desejado seja atingido.

Tempo [s] 0 0 Espaco

Figura 11: ©(t) convergindo para 6* com «(0,t) (azul).
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A representacao da evolucao do sistema modelado por uma PDE de difusao dis-
tribuida é vista nas Figura 11 e Figura 12, que possibilita visualizar a dinamica proposta
num ambiente tridimensional. Assim, o eixo temporal mostra a progressao da tempera-
tura média O(t), enquanto os outros eixos representam a interagao das varidveis espaciais

associadas a difusao.

Espaco Lo Tempo [s]

Figura 12: ©(t) convergindo para 6* com «(l,t) (vermelho).

Portanto, a convergéncia do valor de y, do valor médio O(t) e de U(t) para o
valor étimo y* ,0* e zero respectivamente, demostra a estabilizagao do sistema através
dos resultados apresentados nesse estudo de caso, podendo observar claramente que o
objetivo de controle foi alcangado nao s6 com a estratégia proposta mas também, através

da escolha adequada dos parametros.

4.2 Estudo de caso 2

Este experimento busca verificar a adaptabilidade do controlador diante do au-
mento do ganho k. Assim, manteve-se todos os parametros anteriores do estudo de caso

1 e alterou-se apenas o ganho do compensador de k£ = 0.2 para k£ = 0.5.
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Tabela 2: Parametros da simulacao 2.

Simbolo Descricao Valor
K ganho do compensador 0.5
a amplitude da perturbacao 0.2
w frequéncia de perturbacao 10
c frequéncia do controlador 10
L dominio espacial [m)] 1
e otimizador do mapa estético 2
y* valor 6timo do mapa estatico )
Hessiana do mapa estatico -2

Analisando o sinal de saida do mapa estatico y(t) com k = 0.5, percebe-se que
durante o instante transitorio a saida rapidamente ficou oscilando um pouco abaixo do
ponto 6timo y* mas, a convergéncia aconteceu de fato cinco segundos aproximadamente.
Em relagao a figura Figura 13 (b)-(d)-(e) e (f) aparece em todas o fenémeno conhecido

COIMo:

e Overshoot: a resposta do sistema dinamico excedeu temporariamente o valor final
desejado antes de estabilizar. Provavelmente influenciado ganho de perturbagao

imposto.

Ainda na figura Figura 13(e) e (f), pode-se analisar tridimensionalmente o impacto do au-
mento de k em sistemas de controle com PDEs, considerando as caracteristicas especificas

desse tipo de sistema.
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of 5 '

oy —y(t)
0 5 10 15
Tempo [s]

(a) Mapa estético y(t) com k = 0.5

Time [s] Tempo [s]

(c) Saida do compensador U(t) com k = 0.5 (d) 6 estimado com k = 0.5

a(z,t)

10

: 5
Te ; 0 1
Tempo [s] 0 Espago Espago 9 Tempo |[s]

(e) O(t) convergindo para 6* com «(0,t) (azul) (f) ©(t) convergindo para 6* com a(l,t) (ver-
com k =0.5 melho) com k = 0.5

Figura 13: Simulacao com os parametros da Tabela 2.

Os principais pontos observados no gréfico da Figura 13(c) sao :

e Maior amplitude inicial: As oscilagoes iniciais possuem uma amplitude mais alta
em comparacao ao grafico anterior, indicando maior intensidade na resposta inicial

do sistema.

e Oscilacoes amortecidas: Como no grafico anterior, as oscilagoes diminuem com

o tempo, demonstrando comportamento amortecido.

e Estabilizagao: Por volta de ¢t = 10s, U(t) converge novamente para um valor

proximo de zero, sugerindo que o sistema se estabiliza no estado estacionério.
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Conforme verificado no estudo de caso 2, o sistema hibrido governado tanto por
Equagoes Diferenciais Parciais quanto por Controle Extremal, levou o sistema a um
overshoot que pode ser associado ao impacto de um ganho £ alto no ajuste desse parametro.
Um k elevado pode resultar em ajustes muito rapidos, ultrapassando o ponto 6timo antes
de estabilizar. Isso é descrito por: é)(t) = KH(O(t) — ©%) discutido na secio 2.1 ou
pela lei de controle (172). Todavia, tanto a saida do mapa estético Figura 13(a) quanto
a saida do controlador Figura 13(c) demonstram que sistema continua exponencialmente

estavel apesar da saturacao e de pequenas oscilacoes observadas no sinal de saida y e de

um esfor¢o maior do controlador U(t).

4.3 Estudo de caso 3.

Esta secao explora a aplicacao do método em um cenario em que a frequéncia de
perturbacao cai a metade. O objetivo é examinar sua capacidade de manter o desempenho

e a estabilidade nessa condicao.

Tabela 3: Parametros da simulacao 3

Simbolo Descrigao Valor
K ganho do compensador 0.2
a amplitude da perturbacgao 0.2
w frequéncia de perturbacao 5
c frequéncia do controlador 10
L dominio espacial [m] 1
e* otimizador do mapa estético 2
y* valor 6timo do mapa estatico )
Hessiana do mapa estatico -2

Analisando os graficos da Tabela 3 percebe-se:

Aumento no tempo de acomodacgao ultrapassando os 10 segundos;

Saida y mais oscilatéria entre 5 e 10 segundos;

Aumento da dinamica do controlador

Overshoot menor
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Todos esses casos sao comparados com os resultados de referéncia e o estudo de caso 2.
Assim, observa-se que perturbacoes de baixa frequéncia tendem a gerar transientes mais
suaves no sistema, reduzindo picos de resposta, mas aumentando o tempo em regime

transitorio.

Tempo 3] Tempo ]

(a) Mapa estético y(t) com w =15 (b) Parametros 6(t) e O(t) com w =15

6 Estimado

0.8}
0.6}
T 04t

0.2

-0.2
0

0 5 10 15
tempo [s]

Tempo [s]

(c) Saida do compensador U(t) com w =5 (d) § estimado com w = 5

Espaco Espago 1o Tempo [s]

Tempo |s]

(e) O(t) convergindo para 6* com «(0,t) (azul) (f) ©(t) convergindo para 6* com «(l,t) (ver-
comw =25 melho) com w =5

Figura 14: Simulacao com os parametros da Tabela 3.
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4.4 Estudo de caso 4

O 1ltimo estudo apresentado, segue a mesma dinamica da anterior alterando so-
mente o valor de w. Porém, essa explora um cenario mais desafiador, com a inclusao de
perturbacoes significativas no sistema, ou seja, aumentou-se a frequéncia de perturbagao

em cinco vezes mais em relacao a original.

Tabela 4: Parametros da simulagao 4.

Simbolo Descrigao Valor
K ganho do compensador 0.2
a amplitude da perturbacao 0.2
w frequéncia de perturbacao 50
c frequéncia do controlador 10
L dominio espacial [m)] 1
Ch otimizador do mapa estatico 2
y* valor 6timo do mapa estatico )
Hessiana do mapa estatico -2

Vale destacar que o aumento da frequéncia de perturbacao aumentou a amplitude
do sinal S(t). Todavia, tal fendmeno nao interferiu na estabilidade, mantendo o tempo
de estabilizacao praticamente inalterado. Assim, percebeu-se uma diminuicao do esforco

do controlador e a resposta nao apresentou mais o overshoot.
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5 10 15
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(a) Mapa estético y(t) com w = 50

g lHH\“””W A
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(b) Parametros 6(t) e ©(t) com w = 50
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(c) Saida do compensador U(t) com w = 50
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Zoom na regiao de convergencia fig.15a

Zoom na regiao de convergencia fig.15b

]\ -

6 Estimado

at)

4 5 10 15
tempo [s]

(d) 6 estimado com w = 50

0.5

Espago 1o Tempo [s]

(e) ©(t) convergindo para 6* com «(0,t) (azul) (f) ©(t) convergindo para 6* com «(l,t) (ver-

com w = 50

melho) com w = 50

Figura 15: Simulacao com os parametros da Tabela 4.
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Por fim, seria possivel investigar uma gama de fenémenos e propriedades do sis-
tema. Entretanto, sem perda de generalidade, este estudo limita-se a variar os parametros
k e w para efeito da validacao numéria. Portanto, esses resultados reforcam o potencial
pratico da abordagem desenvolvida, isto é, o esquema de Controle Extremal com PDEs de
difusao distribuidas proposto para otimizacao em tempo real seguiu duas etapas triviais,
primeiro o de resolver o problema do sinal de perturbagao S(t) e depois, o de projetar um
controlador, tarefas que exigiram uma andlise matematica rigorosa, mas que forneceu a
base solida para investigacoes futuras, pois verificou-se aqui que a metodologia proposta

é capaz de garantir a estabilidade do sistema mesmo na presenca de perturbagoes.
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CONCLUSAO

Este trabalho abordou o problema de controle extremal para PDEs de difusao dis-
tribuidas. A partir da definicao adequada dos erros de rastreamento, foi possivel obter um
sistema médio, cuja estabilidade exponencial foi garantida com o compensador de PDE de
difusao distribuida projetado. Com isso, demonstrou-se que as trajetorias convergem para
uma vizinhanca pequena em torno do ponto 6timo. As simula¢oes numéricas ilustraram
claramente a efetividade da estratégia de controle extremal proposta, mesmo na presenca
de atuador com dinamica dada pela PDE de difusao distribuida.

As principais contribuigoes deste trabalho incluem:

e Aplicacao do Controle Extremal a PDEs do Calor: A metodologia proposta foi
uma das primeiras a aplicar controle extremal a PDEs do calor com difusao distribuida,
proporcionando uma nova perspectiva sobre o controle de sistemas que podem ser mode-
lados por esta classe de modelos, como sistemas térmicos complexos.

e Desenvolvimento de um compensador de PDE de difusao distribuida: A lei de
controle foi projetada para estabilizar o sistema em malha fechada e compensar o efeito
de difusao distribuida utilizando estimativas de gradiente e Hessiana para ajustar o con-
trolador conforme necessario.

e Validacao Teorica e Experimental: O trabalho nao apenas estabeleceu a estabili-
dade tedrica do sistema com o controlador proposto, mas também confirmou a eficiéncia

da metodologia proposta através de simulagoes numéricas.

Publicacao

Um artigo relacionado com o tema desta dissertacao foi publicado no XXV Con-
gresso Brasileiro de Automatica (CBA 2024):

ALMEIDA, F.; COUTINHO, P. H. S.; OLIVEIRA, T. R. Controle extremal
com equagoes diferenciais parciais de difusao distribuidas. Anais do XXV Con-
gresso Brasileiro de Automatica Inteligente. In: XXV CONGRESSO BRASILEIRO DE
AUTOMATICA. Rio de Janeiro, 2024.
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Sugestoes para trabalhos futuros

Como sugestoes de trabalhos futuros, pode-se mencionar:
e Aplicacao para outros tipos de PDEs: Estender a abordagem para PDEs nao lineares
ou outras PDEs distribuidas que descrevam processos fisicos diversos.
e Consideracao de atrasos no tempo: Investigar o controle extremal para PDEs conside-
rando o efeito de atraso no tempo, que pode se induzido, por exemplo, em sistemas de
controle em rede.
e Possibilidade de explorar observadores: Incluir o uso de observadores e ajustar o design

conforme necessario.
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APENDICE A

Teorema da Média para Sistemas de Dimensao Infinita por [27]
O principal passo para a demonstracao do Teorema 2 no capitulo 3 é o Teorema da

Média para PDEs proposto por [27], o qual é apresentado a seguir por conveniéncia.

Teorema 4.4.1 Considere o sistema de dimensao infinita definido no espagco de Ba-

nach X
Z=Az+ J(wt, 2) (182)

com z(0) = zp € X e o operador A : D(A) — X gera um semigrupo analitico. Além
disso, a nao linearidade J : Ry x X — X com t — J(wt, z) é Fréchet diferencidvel em z,
fortemente continua e periodica em t uniformemente com relagao a z em um subconjunto

compacto de X. Juntamente com (182), o sistema médio
Zav = AZay + Jo(Za) (183)

com Jo(2a) = 711—I>rolo % fOT J(T, zw)dT € considerado. Suponha que z4, =0 € D C X € um
ponto de equilibrio exponencialmente estdvel do sistema médio (183), entdo para algum

w >0 ew>w, as sequintes proposicoes sao satisfeitas:

a) existe uma unica solu¢ao periddica exponencialmente estdvel t — Z(t,1/w), continua

emtelfw, com ||Z(t,1/w)|| < O(1/w) para t > 0,

b) e com ||z — zw(0)|| < O(1/w)), a estimativa da solu¢ao de (182) é dada por
|2(t) — za|| < O(1/w), t >0, (184)
c) e para ||z]] < O(1/w), e o teorema da variedade estdvel, seque que
2(t) — 2(t, 1jw)|| < Ce™, ¢ >0, (185)

para algum C; v > 0.
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