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RESUMO

ALVES, Rodrigo Gualberto Rodrigues. Sistemas de Controle Extremal em Rede com

Dados Amostrados. 70 f. Dissertação (Mestrado em Engenharia Eletrônica) - Faculdade

de Engenharia, Universidade do Estado do Rio de Janeiro (UERJ), Rio de Janeiro, 2021.

Esta dissertação propõe uma nova abordagem para o controle extremal em rede

com dados amostrados. O controlador necessita lidar com o atraso natural de sistemas em

rede, além do intervalo de amostragem, que podem ser modelados por um único atraso

variável. Basicamente, a novidade do nosso resultado está na otimização em tempo real

do sistema em rede proposto com atrasos variantes no tempo. Os resultados de simulação

ilustram a eficiência da estratégia de controle extremal adotada para o problema formulado

com dados amostrados.

Palavras-chave: Controle Extremal. Controle baseado em rede. Sistemas com atraso.

Teoria da média para atrasos variáveis.



ABSTRACT

ALVES, Rodrigo Gualberto Rodrigues. Network-based Extremum Seeking With Sampled

Data. 70 f. Dissertação (Mestrado em Engenharia Eletrônica) - Faculdade de Engenharia,

Universidade do Estado do Rio de Janeiro (UERJ), Rio de Janeiro, 2021.

This master dissertation proposes a new approach for network-based extremum

seeking with sampled data. The controller needs to deal with the natural delay of a

networked control system, in addition to the sampling interval, which can be modeled

by an unique variable. Basically, the novelty of our result is the real-time optimization

of the proposed networked control system with time-varying delay. Simulation results

illustrate the efficiency of the proposed extremum seeking control strategy adopted on the

formulated sampled-data problem.

Keywords: Extremum seeking. Network-based control. Time-delay systems. Averaging

theory for time-varying delays.
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atrasos de sáıda. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 55

Figura 18 - Vetor de controle θ(t). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 56

Figura 19 - Entrada da planta Θ(t). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 57
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f(θ) Sáıda da planta

a Amplitude do sinal de perturbação senoidal

k Ganho de adptação

ω Frequência do sinal de perturbação de demodulação

θ̃(t) Erro entre a estimativa em tempo real θ̂(t) e ponto ótimo θ∗ desconhecido
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APÊNDICE . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 60
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INTRODUÇÃO

O controle extremal (extremum seeking - ES) é um método para otimização em

tempo real que visa determinar e manter o extremo de uma dada função desconhecida.

Possui aplicação em situações que exista uma não-linearidade no problema de controle, e

esta não-linearidade apresenta um mı́nimo ou máximo. A não-linearidade pode estar na

planta ou no objetivo de controle, associada ao sistema através de uma função objetivo em

um problema de otimização, como em [1]. Portanto, pode-se usar ES tanto para otimizar

um ponto de ajuste para atingir um valor ideal da sáıda, ou para ajustar os parâmetros de

uma lei de realimentação. ES tem se tornado um emergente tópico de pesquisa em controle

adaptativo com diversas publicações nos últimos anos, tais como [2], [3], [4], [5], [6], [7].

Tem apresentado diversas aplicações, como em controle de turbinas industriais, bioreato-

res, planejamento de voo de aviões, sistemas biomédicos e freios tipo ABS.

Apesar deste fato, não existem muitos trabalhos que lidam com o problema de

controle extremal em rede na presença de dados amostrados. Os sistemas de controle

modernos geralmente empregam tecnologia digital para implementação do controlador,

ou seja, sistema de dados amostrados. O controle com dados amostrados pode ser consi-

derado como um problema com atraso de variação rápida e cont́ınuo por partes, [1]. No

contexto de sistemas de controle em rede, o intervalo de amostragem pode ser variável.

Objetivos e Contribuições

O objetivo desta dissertação consiste na pesquisa na área de controle, utilizando

a estratégia de controle extremal baseada em rede com dados amostrados com a estabi-

lização da estimativa do gradiente do mapeamento não-linear a ser otimizado pela sáıda

deste mapeamento. A estratégia utilizada permite alcançar a convergência em tempo

finito a uma vizinhança do valor ótimo desconhecido. Desta forma, permite-se ampliar a

evolução dos estudos neste ramo.

No problema de controle proposto, apresenta-se um controle extremal baseado em

rede para um mapeamento estático não-linear, com os intervalos de amostragem periódicos
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no tempo, incluindo uma perturbação senoidal ou dither para estimar o gradiente da

função objetivo.

Considera-se abstratamente duas fontes de atraso da rede, uma para o sensor e

outra para o atuador. Em particular, inclui-se um retentor de ordem zero (ZOH), que

transforma a entrada de controle de tempo discreto em uma entrada de controle cont́ınua

no mapeamento não-linear de interesse.

Prova-se a estabilidade do sistema médio, garantido-se a estabilidade do sistema

equivalente atrasado, que representa a rede com dados amostrados. Nas simulações reali-

zadas, em que se considera uma planta multivariável estática e não-linear com intervalos de

amostragem periódicos e parâmetros desconhecidos, ilustramos a eficiência da estratégia

proposta.

Organização

O texto está organizado da seguinte forma:

• No Caṕıtulo 2, ideias básicas sobre o controle extremal, com aplicações em mapea-

mentos estáticos multivariáveis, dinâmicos são apresentados;

• No Caṕıtulo 3, mostra-se o controle de dados amostrados, ilustrando os efeitos da

amostragem na estabilidade, além de se apresentar baseado em método funcional de

Lyapunov dependente no tempo. Também é abordada a amostragem variável (não

periódica) com suas respectivas condições de estabilidade;

• No Caṕıtulo 4, introduz-se o controle extremal com dados amostrados e com atrasos

variantes no tempo;

• No Caṕıtulo 5 são realizadas simulações em um sistema com dados amostrados e

amostragem periódica;

• A conclusão desta dissertação é apresentada na última parte do documento.
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1 CONTROLE EXTREMAL

1.1 Ideia Básica do Controle Extremal

Controle extremal (ES) é um método de otimização em tempo real livre de modelos.

Apesar deste método de Controle ter sido inventado no ano de 1922, desde o ińıcio

do século XXI ele vem se expandindo e cada vez mais sendo utilizado, seja com o

seu desenvolvimento teórico quanto a sua aplicação na indústria e em outros campos

da engenharia.

Algumas versões do Controle Extremal são conhecidas, com diversas abordagens

para o estudo de estabilidade [8], [9], [10]. A versão mais conhecida aplica sinais de

perturbação para estimar o gradiente do mapeamento desconhecido que está sendo

otimizado. Para melhor entendimento e compreensão sobre a ideia de Controle

Extremal, inicialmente, consideraremos um mapeamento estático quadrático de uma

entrada e uma sáıda, como indicado na Figura 1.

Figura 1 - O mais simples mapeamento para esquema de Controle Extremal com per-

turbações periódicas aplicadas a um mapeamento escalar quadrático f(θ) = f ∗ + f
′′

2
(θ −

θ∗)2.

Três diferentes θs estão presentes na Figura 1: θ∗ é o otimizador desconhecido do

mapeamento, θ̂(t) é a estimativa em tempo real de θ∗ e θ é a entrada atual do

mapeamento. A entrada atual θ(t) se baseia na estimativa θ̂(t), mas é perturbada
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pelo sinal a sin(ωt) com o objetivo de estimar o gradiente desconhecido f
′′ · (θ− θ∗)

do mapeamento f(θ).

A senoide é apenas uma escolha simples e eficiente para o sinal de perturbação, mui-

tas outras perturbações, de ondas quadradas a rúıdos estocásticos também podem

ser utilizadas em seu lugar, mas estas precisam possuir média nula. Já a estimativa

θ̂(t) é gerada com o integrador k/s e com o ganho de adaptação k controlando a

velocidade da estimativa.

A Figura 2 demonstra a busca extremal em forma crescente da curva da função

objetivo. O sinal modulado θ é a soma do parâmetro estimado atual e o sinal de

modulação. Aplicar f(θ) produz uma função objetivo perturbada com a mesma fase

do sinal de modulação.

Multiplicar a função objetivo perturbada pelo sinal de demodulação produz um sinal

positivo. Integrar este sinal aumenta o valor de θ, o que o move para mais perto do

pico da função objetivo.

Figura 2 - Busca extremal em forma crescente da curva da função objetivo.

A Figura 3 demonstra a busca extremal em forma decrescente da curva da função

objetivo. Nesse caso, a aplicação de f(θ) produz uma função objetivo perturbada

que está 180 graus fora de fase em relação ao sinal de modulação.

A multiplicação pelo sinal de demodulação produz um sinal negativo. Integrar este

sinal diminui o valor de θ, que também o move para mais perto do pico da função

objetivo.
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Figura 3 - Busca extremal em forma decrescente da curva da função objetivo.

A Figura 4 demonstra o extremo buscando a parte plana da curva da função objetivo,

ou seja, uma parte da curva próxima ao máximo. Nesse caso, a aplicação de f(θ)

produz uma função objetivo perturbada quase igual a zero. A multiplicação pelo

sinal de demodulação e a integração deste sinal não altera significativamente o valor

de θ, que já está próximo de seu valor ótimo θ∗ .

Figura 4 - Busca extremal em parte plana da curva da função objetivo.
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O algoritmo de Controle Extremal alcança seu objetivo se o erro entre a estimativa

θ̂(t) e o θ∗ desconhecido, definido como

θ̃(t) = θ̂(t)− θ∗, (1.1)

converge para zero ou para um valor pequeno. A partir da Figura 1, a estimativa

θ̂(t) é governada pela equação diferencial
˙̂
θ = k sin(ωt) f(θ), o que significa que o

erro de estimativa (1.1) é governado por

dθ̃

dt
= k a sin(ωt)

[
f ∗ +

f
′′

2

(
θ̃ + a sin(ωt)

)2]
. (1.2)

Na Figura 1, f ∗, f
′′
e θ∗ são todos desconhecidos. O projetista necessita conhecer o

sinal de f
′′
,ou seja, se o mapeamento quadrático possui um máximo ou um mı́nimo,

e escolher o ganho de adaptação k tal que sgn(k) = −sgn(f ′′
). Também é necessário

escolher uma frequência ω relativamente grande comparada aos parâmetros a, k, f
′′
.

Expandindo o lado direito da equação (1.2), temos

dθ̃(t)

dt
= k a f ∗ sin(ωt)︸ ︷︷ ︸

média = 0

+k a3
f

′′

2
sin3(ωt)︸ ︷︷ ︸

média = 0

+ k a
f

′′

2
sin(ωt)︸ ︷︷ ︸

rápido, média = 0

θ̃(t)2︸︷︷︸
lento

+ k a2 f
′′

sin2(ωt)︸ ︷︷ ︸
rápido, média = 1/2

θ̃(t)︸︷︷︸
lento

.

(1.3)

Utilizando o procedimento de teoria da média (Averaging Theory) [11], é posśıvel

substituir os sinais senoidais acima por seus valores médios, produzindo o ”sistema

médio”,

dθ̃av
dt

=

<0︷︸︸︷
k f

′′
a2

2
θ̃av, (1.4)
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que é exponencialmente estável.

A teoria da média proporciona a garantia da existência de uma frequência ω grande

o suficiente tal que se a estimativa inicial θ(0) é suficientemente próxima do θ∗

desconhecido, tem-se

|θ(t)− θ∗| ≤ |θ(0)− θ∗| e
kf

′′
a2

2 +O

(
1

ω
+ a

)
,∀t ≥ 0. (1.5)

A desigualdade (1.5) traz a garantia de que, se a for pequeno e ω grande, a entrada

θ(t) convergirá exponencialmente para um pequeno reśıduo ao redor do θ∗ desco-

nhecido e, consequentemente, a sáıda f(θ(t)) convergirá para uma vizinhança da

sáıda ótima f ∗.

1.2 Controle Extremal para Mapeamentos Estáticos Multivariáveis

Para mapeamentos estáticos, o Controle Extremal é uma extensão direta do caso de

entrada única mostrado na Figura 1 para o caso de entradas múltiplas mostrado na

Figura 5, sendo θ o vetor de entrada θ = [θ1, θ2, · · · , θn]T . O algoritmo aplica o sinal

vetorial de perturbação aditiva S(t) dado em (1.6) e o sinal vetorial de demodulação

M(t) dado em (1.7).

Figura 5 - Algoritmo de Controle Extremal para um mapeamento multivariável y = Q(θ).

O algoritmo faz a medição do sinal escalar y(t) = Q(θ(t)), em que Q(·) é um

mapeamento desconhecido do qual a entrada é o vetor θ = [θ1, θ2, · · · , θn]T . O
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gradiente é estimado por Ĝ(t) =M(t)y(t) com a ajuda dos sinais

S(t) = [a1 sin(ω1t) · · · an sin(ωnt)]
T , (1.6)

M(t) =

[
2

a1
sin(ω1t) · · · 2

an
sin(ωnt)

]T
, (1.7)

que possuem amplitudes ai das perturbações diferentes de zero com i ∈ {1 , . . . , n},

por outro lado, a matriz de ganhos K é diagonal, Q(θ) = Q∗+ 1
2
(θ− θ∗)T H(θ− θ∗).

De forma a garantir a convergência, deve-se selecionar ωi ̸= ωj. Isto é fundamental

para diferenciar o caso de múltiplas entradas do caso de entrada única.

De forma adicional, por simplicidade na análise de convergência, deve-se escolher

ωi/ωj como um número racional e ωi + ωj ̸= ωk para i, j e k distintos.

Se o mapeamento desconhecido é quadrático, o sistema médio é dado por

˙̃θav = KH θ̃av, H = Hessiana. (1.8)

A matriz Hessiana de uma função é a matriz quadrada com ”n” colunas e ”n” linhas

(n×n) das derivadas parciais de segunda ordem da função. No caso do mapeamento

Q(·) ter um máximo que é localmente quadrático (implicando em HT < 0), e se

forem escolhidos elementos da matriz de ganhosK positivos, o algoritmo de Controle

Extremal será localmente convergente. Entretanto, a taxa de convergência depende

da Hessiana desconhecida H. Esta fragilidade do algoritmo de Controle Extremal

baseado no método Gradiente é contornada com o algoritmo de Controle Extremal

baseado no método de Newton, como será discutido na Seção 1.3 adiante.

A versão estocástica do algoritmo da Figura 5 também existe, na qual S(t) e M(t)

são substitúıdos por

S(η(t)) = [a1 sin(η1(t)) · · · an sin(ηn(t))]T , (1.9)

M(η(t)) =

[
2

a1(1− e−q21)
sin(η1(t)) · · · 2

an(1− e−q2n)
sin(ηn(t))

]T
, (1.10)
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onde ηi =
qi
√
ϵi

ϵi s+1

[
Ẇi

]
e
[
Ẇi

]
são processos de rúıdo branco independentes.

1.3 Algoritmo de Controle Extremal Tipo Newton para Mapeamentos Estáticos

Uma versão do algoritmo de Controle Extremal do tipo Newton, mostrada na Fi-

gura 6, garante que a taxa de convergência seja definida pelo projetista.

Isto se dá, diferentemente de ser dependente da Hessiana desconhecida do mapea-

mento, asssim como no método Gradiente.

Na Figura 6, a excitação multiplicativa N(t) ajuda gerar a Hessiana estimada ∂2Q(θ)
∂θ2

com Ĥ(t) = N(t)y(t).

Figura 6 - O método de Newton para Controle Extremal de mapeamentos estáticos com
múltiplas entradas.

Os elementos da matriz de demodulação N(t) para gerar a Hessiana estimada são

dados em [12] por

Nii(t) =
16

a2i

(
sin2(ωit)−

1

2

)
, (1.11)

Nij(t) =
4

aiaj
sin(ωit) sin(ωjt). (1.12)

A equação diferencial da matriz de Riccati Γ(t) gera uma estimativa da matriz

inversa da Hessiana, evitando inversões de matrizes na estimativa da Hessiana que

podem ser singulares durante o regime transitório.

A equação de Riccati é uma equação diferencial ordinária não linear, de primeira

ordem, da forma:
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dy

dx
= a(x) + b(x)y + x(x)y2, (1.13)

onde a(x), b(x) e c(x) são três funções que dependem de x.

Para o mapeamento quadrático, o sistema médio nas variáveis de erro θ̃ = θ̂ − θ∗,

Γ̃ = Γ−H−1 é dado por:

dθ̃av

dt
= −K θ̃av −K Γ̃avH θ̃av︸ ︷︷ ︸

quadrático

, (1.14)

dΓ̃av

dt
= −ωr Γ̃

av − ωr Γ̃avH Γ̃av︸ ︷︷ ︸
quadrático

. (1.15)

Os autovalores do sistema linearizado de (1.14) e (1.15) são determinados por K

e ωr, independentes da Hessiana desconhecida H e a taxa de convergência (local)

pode então ser definida arbitrariamente pelo projetista.

1.4 Controle Extremal para Sistemas Dinâmicos

O Controle Extremal se estende de forma relativamente direta de mapeamentos

estáticos para sistemas dinâmicos, contanto que as dinâmicas sejam estáveis e os

parâmetros do algoritmo sejam escolhidos de forma que a dinâmica do algoritmo

seja mais lenta que a da planta. O respectivo algoritmo é indicado na Figura 7.

Figura 7 - O algoritmo de Controle Extremal na presença de dinâmicas com um mapea-
mento cujo equiĺıbrio θ → y satisfaça as mesmas condições do caso estático.
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As condições técnicas para a convergência com a presença de dinâmicas são que o

equiĺıbrio x = l(θ) do sistema ẋ = f(x, α(x, θ)), em que α(x, θ) é a lei de controle

de uma malha interna de realimentação, são localmente exponencialmente estáveis

em θ e que, dado o mapeamento de sáıda y = h(x), exista pelo menos um θ∗ ∈ tal

que ∂
∂θ
(h ◦ l)(θ∗) = 0 e ∂2

∂θ2
(h ◦ l)(θ∗) = H < 0, H = HT .

A análise de estabilidade na presença de dinâmicas emprega numa ordem espećıfica

a teoria da média e de perturbações singulares [11]. As linhas de projeto para a

seleção dos parâmetros do algoritmo seguem a análise. Apesar dos detalhes serem

muitos para serem listados aqui, eles garantem que a dinâmica da planta esteja

numa escala mais rápida de tempo, as perturbações estejam numa escala média de

tempo e o algoritmo de Controle Extremal numa escala lenta de tempo.
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2 SISTEMAS DE CONTROLE COM DADOS AMOSTRADOS E EM

REDE: UMA ABORDAGEM COM ATRASOS

2.1 Preliminares

Os sistemas de controle modernos geralmente empregam tecnologia digital para im-

plementação do controlador, ou seja, temos sistemas de controle com dados amos-

trados. Considere o sistema linear

ẋ(t) = Ax(t) +Bu(t), (2.1)

onde A e B são matrizes constantes. O sinal de controle é considerado para ser

gerada uma função de um retentor de ordem zero (ZOH)

u(t) = ud(tk), tk ≤ t ≤ tk+1, (2.2)

com uma sequência de tempos de espera

0 = t0 < t1 < ... < tk < ..., lim
k→∞

tk = ∞, (2.3)

onde ud é um sinal de controle em tempo discreto. O intervalo de amostragem pode

ser constante tk+1 − tk ≡ h ou variável com dependente de ktk+1 − tk = hk. No

contexto de Sistemas de Controle em Rede, o intervalo de amostragem pode de fato

ser variável.

Assume-se que o intervalo de amostragem é limitado

tk+1 − tk ≤ h ∀k ∈ Z+, (2.4)

onde h é conhecido.
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2.2 Discretização de Sistemas LTI com Dados Amostrados

Considerando uma lei de controle via realimentação de estado da forma

u(t) = Kx(tk), tk ≤ t < tk+1, (2.5)

que, para todos os intervalos de amostragem satisfaçam a premissa (2.1), estabiliza

o sistema. O sistema em malha fechada é dado por

ẋ(t) = Ax(t) + A1x(tk), t ∈ [tk, tk+1], A1 = BK. (2.6)

Sob a hipótese de amostragem periódica com tk+1 − tk ≡ h, o seguinte é válido:

x(t) = eA(t−k)x(tk) +

∫ t

tk

eA(t−S) dsA1x(tk), t ∈ [tk, tk+1], ∀k ∈ Z+. (2.7)

Isso resulta no sistema em tempo discreto

x(tk+1) = eAhx(tk) +

∫ tk+1

tk

eA(tk+1−S) dsA1x(tk), k ∈ Z+. (2.8)

que pode ser representado como

x(tk+1) = Dx(tk), D = eAh +

∫ h

0

eAs dsA1, k ∈ Z+. (2.9)

O sistema (2.9) é assintoticamente estável se λ(D) < 1, onde D é a matriz de Schur.

Uma matriz Schur permite escrever uma matriz quadrada complexa arbitrária como

unitariamente equivalente a uma matriz triangular superior cujos elementos diago-

nais são os autovalores da matriz original.

Sob amostragem variável, o sistema LTV em malha fechada (2.6) é reduzido ao

sistema de tempo discreto

x(tk+1) = Dkx(tk), Dk = eAhk +

∫ hk

0

eAs dsA1. (2.10)
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Denota

max
θ∈[0,h]

|eAθ|+ max
θ∈[0,h]

|
∫ θ

0

eAξ dξ|. (2.11)

Então, considerando (2.1), a seguinte desigualdade segue de (2.7)

|x(t)| ≤M |x(tk)|, t ∈ [tk, tk+1] ∀k ∈ Z+. (2.12)

Portanto, a estabilidade do sistema linear de tempo discreto (2.10) é equivalente à

estabilidade do sistema de tempo cont́ınuo (2.6).

2.3 Efeitos da Amostragem na Estabilidade

O sistema de dados amostrados (2.6) pode ser considerado como um sistema em

tempo cont́ınuo com um atraso variável no tempo, linear por partes

ẋ(t) = Ax(t) + A1x(t− τ(t)), τ(t) = t− tk, t ∈ [tk, tk+1]. (2.13)

Veja a Figura 8 para o gráfico de um atraso em forma de dente de serra correspon-

dente a uma amostragem variável.

Figura 8 - Sistemas de Dados Amostrados: atraso do tipo dente de serra τ(t) = t− tk.

Quanto ao atraso geral variável com τ(t) ≤ h, se o sistema LTI sem atraso (o

sistema em tempo cont́ınuo) é assintoticamente estável, então para um h pequeno

o suficiente, o sistema de dados amostrados preserva a estabilidade.

Considera-se o seguinte sistema muito estudado:

ẋ(t) = −x(tk), tk ≤ t < tk+1, k = 0, 1, ... (2.14)
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O sistema em tempo cont́ınuo correspondente ẋ(t) = −x(t) é exponencialmente

estável. É bem conhecido que a equação ẋ(t) = −x(t−τ(t)) com um atraso constante

τ é assintoticamente estável para τ < π/2 e instável para τ > π/2 , enquanto

que para o rápido atraso variável é estável para τ(t) < 1, 5 e existe um atraso

desestabilizador com um limite superior maior que 1,5. Aqui, D no sistema de

tempo discreto correspondente (2.9) é dado por D = 1 − h. Portanto, o sistema

permanece assintoticamente estável para todas as amostragens constantes menores

que 2 e torna-se instável para amostragens maiores que 2.

Figura 9 - Amostragem variável T1 = 0, 18s→ T2 = 0, 54s→ T1 → T2 → ...

Considere agora a amostragem variável com tk+1−tk = hk, onde o sistema de tempo

discreto correspondente é dado por (2.10) com Dk = 1 − hk. Para qualquer ϵ > 0

pequeno e hk ≤ 2− ϵ, temos |Dk| = |1− hk| ≤ 1− ϵ. Portanto, o sistema em tempo

discreto (e, assim, de tempo cont́ınuo com dados amostrados) é assintoticamente

estável para hk ≤ 2− ϵ, ∀ϵ > 0.

No exemplo acima, o intervalo máximo para a amostragem que preserva a estabili-

dade assintótica é o mesmo sob intervalos de amostragem constantes ou variáveis.

Normalmente, um limite superior máximo na amostragem de variável incerta que

preserva a estabilidade é menor do que para a amostragem constante.

Considere o sistema [13], com dois tipos distintos de amostragem, constante versus
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variável:

ẋ(t) =

1 3

2 1

x(t) +
 1

0.6

u(t), t ≤ 0,

u(t) = −
[
1 6

]
x(tk), t ∈ [tk, tk+1] ∀k ∈ Z+.

Observe que o sistema em malha fechada acima, onde x(tk) é alterado por x(t−h), (o

sistema com um atraso constante) é assintoticamente estável para o atraso constante

h < 0, 19 e torna-se instável para h > 0, 19.

No caso de uma amostragem constante, o sistema de tempo discreto equivalente é

assintoticamente estável para o intervalo de amostragens constantes tk+1 − tk = T

para T ∈ [0, 0, 5937]. Portanto, para intervalos de amostragens constantes T1 =

0, 18s ou T2 = 0, 54s o sistema é assintoticamente estável.

No entanto, se fizermos a amostragem usando uma sequência de intervalos de amos-

tragem T1 → T2 → T1 → T2 → ..., o sistema se torna instável (veja a Figura 9 com

o gráfico do estado).

De fato, neste caso, o sistema de tempo discreto equivalente ao longo de dois ins-

tantes de amostragens pode ser representado como

xk+2 = −Dk+1Dkxk, k = 0, 2, 4, ... (2.15)

ou

xp+1 = D̃xp, D̃ = D1D0 =

0, 8069 −3, 2721

0, 6133 −2, 1125

 , p = 0, 1, 2, ... (2.16)

onde Dk é definido por (2.10). Aqui, D̃ não é uma matriz de Schur. Portanto,

neste exemplo, um limite para intervalos de amostragem de variável incerta que

preservam a estabilidade deve ser menor que 0,54 (comparado com um limite maior

0,5937 para a amostragem constante). Em [13], usando a abordagem Razumikhin

e incorporações convexas, o seguinte limite superior na amostragem variável foi al-

cançado: h = 0, 4683.
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Usando Controle com Dados Amostrados para Estabilização

Para casos em que se usa um atraso constante artificial h, que é útil para a esta-

bilização estática de sáıda, pode-se aplicar um controlador com dados amostrados

com medições de dados amostrados atrasadas. Observe que no tempo cont́ınuo, tal

controlador atrasado não é fácil de se implementar, uma vez que todas as medições

em [t − h, t] devem ser armazenadas em um buffer. Diferentemente disto, um con-

trolador com dados amostrados precisa armazenar apenas um número finito das

últimas medidas.

Para o controle com dados amostrados de sistemas lineares, o projeto baseado em

observador é complicado e pode levar a resultados muito conservadores. Por outro

lado, uma simples realimentação estática de sáıda usando as medições anteriores

pode ser mais fácel de projetar e implementar. Considere o sistema

ẋ(t) =

 0 1

−2 0.1

x(t) +
0
1

u(t),
u(t) = −

[
1 0

]
x(tk − η), tk ≤ t < tk+1, k = 0, 1, 2, ...

O sistema em malha fechada com x(tk − η) alterado por x(t − η) é estável para

0, 1003 < η < 1, 72 e instável se η ∈ [0; 0, 1] [14]. Este é um exemplo de sistema que

pode ser estabilizado usando um atraso constante artificial. Portanto, escolhendo

η entre [0, 1003; 1, 72] e uma amostragem rápida o suficiente, pode-se assegurar a

estabilidade do sistema em malha fechada. Na verdade, foi descoberto em [15] que

o sistema de malha fechada é assintoticamente estável sob qualquer amostragem

variável ou constante tk+1 − tk ≤ h para os valores de η e h na Tabela 1.

Tabela 1 valores de η e h

η 0,5 0,65 0,8

h 0,57 0,74 0,85

Este resultado foi alcançado aplicando-se um funcional de Lyapunov discretizado.
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Considere agora o controlador com dados amostrados não atrasado

u(t) =
[
1 0

]
x(tk), tk ≤ t < tk+1, k = 0, 1, 2, ... (2.17)

que nos leva ao sistema em malha fecahada

ẋ(t) =

 0 1

−2 0, 1

x(t) +
0
1

[1 0
]
x(tk), tk ≤ t < tk+1, k = 0, 1, 2, ...,

Pode se verificar que o sistema é assintoticamente estável sob a amostragem cons-

tante tk+1 − tk = h para h ∈ [0, 21; 2, 02].

Em [16], usando o teorema de Lyapunov de tempo discreto, foi mostrado que o

controlador com dados amostrados sem atraso (2.17), estabiliza assintoticamente o

sistema em malha fechada para os seguintes intervalos de amostragem variáveis:

0, 21 ≤ tk+1− tk ≤ 0, 43; 0, 4 ≤ tk+1− tk ≤ 1, 25; 1, 2 ≤ tk+1− tk ≤ 1, 57. (2.18)

Considere o seguinte integrador duplo incerto:

ẋ(t) =

 0 1

g(t) 0

x(t) +
0
1

u(t), x(t) ∈ R2,

y(tk) =
[
1 0

]
x(tk), tk ≤ t < tk+1, k = 0, 1, 2, ...

onde |g(t)| ≤ 0, 1. Este sistema não é estabilizável pela lei de controle u(t) = Ky(t)

cont́ınua sem atraso ou a realimentação estática u(t) = Ky(tk), tk ≤ t < tk+1 com

dados amostrados. Considere o caso de amostragem constante com tk+1 − tk = h.

Foi introduzido em [15] que o controlador de dados amostrados

u(t) = −0, 35y(tk) + 0, 1y(tk − 3), tk ≤ t < tk+1, k = 0, 1, 2, .... (2.19)

que usa as medições y(tk) atual e y(tk−3) atrasada, estabilizando assintoticamente

o sistema em malha fechada para os seguintes valores de h : h ∈
[
10−5 0, 499

]
.
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2.4 Três abordagens principais para o controle de sistemas com dados amostrados

Três abordagens principais foram usadas para o controle de dados amostrados e,

posteriormente, para NCS (Networked Control System): o tempo discreto, o tempo

de atraso e a abordagem e sistema impulsivo/h́ıbrido. Na abordagem de tempo

discreto, o sistema é discretizado [17].

No caso de sistemas do tipo LTI, a discretização é obtida usando (2.7), que nos

leva ao sistema de tempo discreto (2.10). A vantagem dessa discretização está na

simplicidade das condições de estabilidade.

Além disso, para sistemas LTI, essas condições são necessárias e suficientes para a

estabilidade sob a taxa de amostragem constante e conhecida. No entanto, torna-

se complicado para sistemas com matrizes incertas e/ou peŕıodo de amostragem

incerto.

A principal desvantagem é que a discretização perde o conhecimento sobre o com-

portamento inter-amostragem. Dificilmente, pode ser usado para análise de desem-

penho, assim como para controle e rastreamento de sistemas não lineares gerais.

A segunda abordagem é a abordagem de atraso de entrada, onde o sistema de

dados amostrados (2.6) é modelado como um sistema de tempo cont́ınuo (2.13) com

a entrada de controle atrasada [18] e [19].

O controle robusto de sistemas com dados amostrados foi iniciado em [20] via fun-

cionais de Lyapunov-Krasovskii [21] para sistemas com atrasos de variação rápida

(com τ̇ = 1 quase sempre).

A abordagem de atraso se tornou popular em NCSs, sendo aplicada a sistemas

incertos sob amostragem incerta e atraso de rede induzido, veja [22] e [23].

A terceira abordagem é a abordagem de sistema impulsivo [24] e [25]. Aumentando-

se o estado do sistema ξ(t) = [xT (t) uT (t)] e considerando

u̇(t) = 0, t ̸= tk, u(tk) = Kx(tk̄) (2.20)
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tem-se o seguinte modelo impulsivo:

ξ̇(t) =

A b

0 0

 ξ(t), t ̸= tk,

ξ̇(t) =

 x(tk̄)

Kx(tk̄)

 , t = tk.

A abordagem impulsiva foi estendida ao caso de amostragem variável com um limite

superior conhecido, onde uma função de Lyapunov descont́ınua foi introduzida [26].

O último método melhorou os resultados existentes, baseado na abordagem do atraso

de entrada via funcionais de Lyapunov independentes no tempo, e deu uma nova

visão para funcionais de Lyapunov dependentes no tempo sugeridos em [27]. Este

último método será apresentado brevemente na próxima seção.

2.5 Análise de Estabilidade e Ganho-L2 de Sistemas com Dados Amostrados

Até 2009, os funcionais convencionais de Lyapunov-Krasovkii independentes no

tempo para sistemas com atrasos de variação rápida foram aplicados a sistemas

com dados amostrados [20].

Esses funcionais não aproveitavam a evolução da forma dente de serra dos atrasos

induzidos por amostragem e retenção. A última desvantagem foi removida em [27],

onde funcionais de Lyapunov dependentes no tempo para sistemas com dados amos-

trados foram introduzidos.

Em alguns exemplos numéricos bem estudados, os resultados de [27] se aproximam

dos valores anaĺıticos do mı́nimo ganho-L2 e do intervalo de amostragem máximo,

preservando-se a estabilidade.

Considere o sistema

ẋ(t) = Ax(t) +B1w(t) +B2u(t),

z(t) = C0x(t) +Du(t), (2.21)

onde x(t) ∈ Rn é o vetor de estado, w(t) ∈ Rnw é a perturbação, u(t) ∈ Rnu é a
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entrada de controle e z(t) ∈ Rnz é a sáıda controlada das matrizes, A;B1;B2;C0 e D

são constantes e de dimensões apropriadas.

O sinal de controle é gerado por uma função ZOH (2.2) com uma sequência de

tempos de espera (2.3), onde ud é um sinal de controle em tempo discreto.

Define-se o seguinte ı́ndice de desempenho para um determinado escalar γ > 0:

J =

∫ ∞

0

[zT (s)z(s)− γ2wT (s)w(s)] ds. (2.22)

Considere agora uma lei de controle via realimentação de estado na forma

u(t) = Kx(tk), tk ≤ t < tk+1, k ∈ Z+, (2.23)

tal que para todas as amostragens que satisfaçam a premissa (2.1) estabiliza-se

internamente o sistema (2.21) e leva a J < 0 para x(0) = 0 e para todo w ∈ L2[0,∞]

diferente de zero.

Seguindo [19], podemos representar a lei de controle digital como um controle atra-

sado como se segue:

u(t) = ud(tk) = ud(t− τ(t)), τ(t) = t− tk, tk ≤ t < tk+1. (2.24)

O objetivo é analisar a estabilidade exponencial e o ganho-L2 do sistema em malha

fechada (2.21) e (2.23):

ẋ(t) = Ax(t) + A1x(t− τ(t)) +B1w(t),

z(t) = C0x(t) + C1x(t− τ(t)),

T ∈ [tk, tk+1], τ(t) = t− tk, (2.25)

onde τ̇(t) = 1 para t ̸= tk e

A1 = B2K, C1 = DK. (2.26)
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Na hipótese (2.1), τ(t) ∈ [0, h].

Figura 10 - Funcional de Lyapunov descont́ınua no tempo.

Método Funcional de Lyapunov Dependente no Tempo

Em [20], o funcional de Lyapunov com h-dependente foi considerado correspondendo

à análise de (2.25) no caso de atraso com variação rápida (isto é, no caso de não

haver restrições na derivada do atraso).

Em [26], uma função de Lyapunov que depende de tk foi introduzida para o sistema

de dimensão finita correspondente com saltos. Seguindo [27], emprega-se abaixo um

funcional de Lyapunov dependente do tempo V (t, x1, ẋt) = V̄ (t) para análise do

sistema com retardo de tempo (2.25).

A função V̄ (t) pode ser descont́ınua no tempo, mas não é permitido que ela cresça

nos saltos, como mostrado na Figura 10.

Considere agora números positivos α, β e um funcional V : R+ × W [−h, 0] ×

L2(−h, 0) → R+ tal que

α|ϕ(0)|2 ≤ V (t, ϕ, ϕ̇) ≤ β||ϕ||2w. (2.27)

Considere também a função V̄ (t) = V (t, xt, ẋt), que é cont́ınua para x(t) satisfazendo

(2.25), localmente e cont́ınua em [tk, tk+1], k ∈ Z+, isto é, cont́ınua em todo intervalo

[tk, tk +∆t] ⊂ [tk, tk+1] satisfazendo

lim
t→tk̄

V̄ (t) ≥ V̄ (tk). (2.28)
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Dado δ > 0, se junto com w = 0 em (2.25)

d

dt
V̄ (t) + 2δV̄ (t) ≤ 0 para todo t, (2.29)

então (2.25) com w = 0 é exponencialmente estável com uma taxa de decaimento

de δ.

Para γ > 0, se

d

dt
V̄ (t) + zT (t)z(t)− γ2wT (t)w(t) < 0, para todo t, ∀w(t) ̸= 0, (2.30)

então a função custo (2.22) atinge J < 0 para todo w ∈ L2[0,∞] diferentes de zero

e para a condição inicial zero.

A partir de (2.27) e (2.29), tem-se para t ∈ [tk, tk+1]

α|x(t)|2 ≤ V̄ (t) ≤ e−2δ(t−tk)V̄ (tk). (2.31)

Levando em consideração (2.28), obtém-se

e−2δ(t−tk)V̄ (tk) ≤ e−2δ(t−tk)V̄ (tk̄), ≤ e−2δ(t−tk−1)V̄ (tk−1) ≤ ... ≤ e−2δtV̄ (0) ≤ βe−2δt||x0||2W ,

que resulta em α|x(t)|2 ≤ βe−2δt0||x0||2W .

Dado N >> 1, integramos (2.30) de 0 a tN . Levando em consideração (2.28), tem-se

V̄ (tN)−V̄ (tN−1)+V̄ (t̄N−1)−V̄ (tN−2)...+V̄ (t̄1)−V̄ (0)+

∫ tN

0

[zT (t)z(t)−γ2wT (t)] dt < 0.

Visto que V̄ (tN) ≥ 0, V̄ (t̄k−1)− V̄ (tk−1) ≥ 0 para k = 2, ..., N e V (0) = 0, encontra-

se ∫ tN

0

[zT (t)z(t)− γ2wT (t)] dt < 0. (2.32)

Assim, para N → ∞, chega-se a J < 0.
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Condições de Estabilidade Simples: Amostragem Variável

Abaixo, encontra-se o funcional simples para estabilidade exponencial com uma taxa

de decaimento δ > 0:

Vs(t, x(t), ẋ(t)) = V̄ (t) = xT (t)Px(t) + VU(t, ẋt), (2.33)

onde

VU(t, ẋt) = (h− τ(t)),

∫ t

t−τt

e2δ(s−t)ẋT (s)Uẋ(s) ds, τ(t) = t− tk, (2.34)

e P > 0 e U > 0. Em [20] e [23], funcionais de Lyapunov independentes do tempo são

geralmente empregados. O termo descont́ınuo VU não aumenta ao longo dos saltos,

pois VU ≥ 0 e VU desaparece após os saltos, porque x(t)|t=tk = x(t − τ(t))|t=tk .

Assim, a condição limt→tk̄
V̄ (t) ≥ V̄ (tk) se mantém.

Sendo
d

dt
x(t− τ(t)) = (1− τ̇(t)) = 0, encontra-se

d

dt
VU(t, ẋt) + 2δVU(t, ẋt) =

∫ t

t−τ(t)

e2δ(s−t)ẋT (s)Uẋ(s) ds+ (h− τ(t))ẋT (t)Uẋ(t),(2.35)

e assim

d

dt
V̄ (t) + 2δV̄ (t) ≤ 2ẋT (t)Px(t) + 2δxT (t)Px(t)

−e−2δh

∫ t

t−τ(t)

ẋT (s)Uẋ(s) ds+ (h− τ(t))ẋT (t)Uẋ(t). (2.36)

Denotando-se

v1 =
1

τ(t)

∫ t

t−τ(t)

ẋ(s) ds, (2.37)

entende-se por v1|τ(t)=0 o seguinte: limτ(t)→t0 v1 = ẋ(t).

Aplica-se a desigualdade de Jensen

∫ t

t−τ(t)

ẋT (s)Uẋ(s) ds ≥ τ(t)vT1 Uv1, (2.38)
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e o método descritor, onde o lado direito da expressão

0 = 2[xT (t)P T
2 + ẋT (t)P T

3 ][(A+ A1)x(t)− τ(t)A1v1 − ẋ(t)], (2.39)

com algumas matrizes n × n, P2 e P3, são adicionados no lado direito de (2.36).

Ajustando η1(t) = col {x(t), ẋ(t), v1}, obtém-se

d

dt
V̄ (t) + 2δV̄ (t) ≤ ηT1 (t)ψsη1(t) ≤ 0, (2.40)

se a seguinte desigualdade de matriz for viável:

ψs =


P T
2 (A+ A1) + (A+ A1)

TP2 + 2δP P − P T
2 + (A+ A1)

TP3 −τ(t)P T
2 A1

∗ −P3 − P T
3 + (h− τ(t))U −τ(t)P T

3 A1

∗ ∗ −τ(t)Ue−2δh

 < 0.

(2.41)

A última desigualdade da matriz para τ(t) → h leva às seguintes LMIs:

ψs0 =

P T
2 (A+ A1) + (A+ A1)

TP2 + 2δP P − P T
2 + (A+ A1)

TP3

∗ −P3 − P T
3 + hU

 < 0. (2.42)

e

ψs1 =


P T
2 (A+ A1) + (A+ A1)

TP2 + 2δP P − P T
2 + (A+ A1)

TP3 −h(t)P T
2 A1

∗ −P3 − P T
3 h(t)P T

3 A1

∗ ∗ h(t)Ue−2δh

 < 0.

(2.43)

Denotando-se η0 = col {x(t), ẋ(t)}, então (2.42) e (2.43) implicam (2.41), porque

h− τ(t)

h
ηT0 ψs0η0 +

τ(t)

h
ηT1 ψs1η1 < 0 ∀η1 ̸= 0. (2.44)

Dado δ > 0, existem matrizes n × n com P > 0, U > 0, P2 e P3 de forma
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que as LMIs (2.42) e (2.43) sejam fact́ıveis. Então o sistema (2.25) com w = 0 é

exponencialmente estável com uma taxa de decaimento δ para todos os instantes de

amostragens variáveis que satisfaçam a condição (2.4).

Se as LMIs (2.42) e (2.43) são fact́ıveis para δ = 0, então (2.25) é exponencialmente

estável com uma taxa de decaimento pequena o suficiente.

O novo termo VU(t, ẋ(t)) (com δ = 0) substitui o termo integral independente no

tempo padrão

VR(ẋt) =

∫ 0

−h

∫ t

t+θ

ẋT (s)Rẋ(s) dsdθ,R > 0. (2.45)

O termo (2.45) foi modificado em [26], da seguinte forma:

ṼR(t, ẋt) =

∫ t

tk

(h− t+ s)ẋT (s)Rẋ(s) ds,R > 0. (2.46)

Diferenciando VR(ẋt) e ṼR(t, ẋt), obtém-se

d

dt
VR(t, ẋt) = −

∫ t

t−h

ẋT (s)Rẋ(s) ds+ hẋT (t)Rẋ(t) (2.47)

= −
∫ t

t−τ(t)

ẋT (s)Rẋ(s) ds+ hẋT (t)Rẋ(t)−
∫ t−τ(t)

t−h

ẋT (s)Rẋ(s) ds(2.48)

e

d

dt
ṼR(t, ẋt) = −

∫ t

t−τ(t)

ẋT (s)Rẋ(s) ds+ hẋT (t)Rẋ(t). (2.49)

Comparando agora os lados direitos de (2.35), (2.48) e (2.49), é posśıvel ver que

todos eles possuem o mesmo (para U = R) termo integral negativo de t − τ(t), o

que permite derivar LMIs, e diferentes termos positivos. Em (2.48) há um termo

integral a mais (não necessário).

A principal vantagem de (2.34) é que o termo positivo é multiplicado por [h− τ(t)]

e, portanto, aparece apenas em um vértice (onde τ(t) → 0) das LMIs resultantes.

Isso é diferente da análise dependente do atraso via VR e ṼR, onde o mesmo termo
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é multiplicado por h e aparece em ambos os vértices das LMIs resultantes.

Assim, as condições simples para a estabilidade de (2.25) com w = 0 e o τ(t) ∈ [0, h]

de variação rápida via métido descritor possui a forma:


P T
2 (A+ A1) + (A+ A1)

TP2 P − P T
2 + (A+ A1)

TP3 −h(t)P T
2 A1

∗ −P3 − P T
3 + hR h(t)P T

3 A1

∗ ∗ −hR

 < 0, (2.50)

que tem o mesmo número de variáveis de decisão como em (2.42) e (2.43), que

produz as últimas LMIs. Como exemplo, considere um sistema escalar:

ẋ(t) = −x(tk), tk < t < tk+1, k = 0, 1, ... (2.51)

Lembramos que o sistema ẋ(t) = −x(t − τ(t)) com atraso constante τ é assintoti-

camente estável para τ(t) < π/2 e instável para τ(t) > π/2, enquanto para o atraso

de variação rápida é estável para τ(t) < 1, 5 e existe um atraso desestabilizador com

um limite superior maior que 1,5.

O último significa que todos os métodos existentes, que são baseados em funcionais

de Lyapunov independentes no tempo, correspondem a sistemas de análise de esta-

bilidade com atrasos de variação rápida, e não podem garantir a estabilidade para

amostragens que possam ser maiores que 1,5.

A estabilidade assintótica para todos os atrasos de variação rápida é garantida no

intervalo [0; 0, 133]. Conforme mostrado em (2.14), o sistema permanece assintotica-

mente estável para todas amostragens constantes menores que 2 e torna-se instável

para amostragens maiores que 2.

Condições apresentadas em [26] e [28] garantem a estabilidade assintótica para todas

as amostragens variáveis de 1,28 até 1,57, respectivamente. Aplicando (2.1) com

δ = 0, é posśıvel verificar que para todas as amostragens variáveis até 1,99, o

sistema permanece exponencialmente estável.

As condições de (2.1) não podem ser aplicadas a (2.25) com A1 de politopo incerto,

pois na desigualdade da matriz (2.41) A1 é multiplicado por τ(t). Além disso, termos
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adicionais no funcional de Lyapunov podem melhorar ainda mais o resultados.

2.6 Um Modelo com Atraso no Tempo de um Sistema de Controle em Rede (NCS):

Amostragem, Perdas de Pacotes e Atrasos na Comunicação

NCSs são sistemas com sensores, atuadores e nós controladores distribúıdos espaci-

almente que trocam dados em uma rede de comunicação [29], [30].

Há vantagens e desvantagens dos NCSs em comparação aos sistemas de controle de

realimentação tradicionais, onde os componentes são normalmente conectados por

meio de cabos ponto a ponto.

Usar tais estruturas de controle oferece várias vantagens práticas: custos reduzidos,

facilidade de instalação e manutenção e maior flexibilidade. No entanto, do ponto

de vista da teoria de controle, isso leva a novos desafios.

Fechar a malha em uma rede introduz perturbações indesejáveis, como atraso, inter-

valos de amostragem variáveis, quantização, perdas de pacotes, restrições de comu-

nicação e de programação, que podem afetar o desempenho do sistema e até mesmo

sua estabilidade.

As mesmas três abordagens que foram usadas para o controle de dados amostrados

foram posteriormente estendidas para NCSs: uma abordagem de tempo discreto

[31], uma representação em sistema impulsivo/h́ıbrido [32], [33] e uma abordagem

de atraso de tempo [22], [34] e [23].

Neste tópico, será desenvolvida a abordagem de atraso de tempo para NCSs, levando

em consideração as seguintes imperfeições dos NCSs: intervalos de amostragem

variáveis, perdas de pacotes e atrasos induzidos pela rede. Considerando o seguinte

sistema:

ẋ(t) = Ax(t) +B2u(t) +B1w(t),

z(t) = C1x(t) +D12u(t),

onde x(t) ∈ Rn é o vetor de estado, w(t) ∈ Rq é a perturbação, u(t) ∈ Rm é a entrada
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de controle e z(t) ∈ Rr é o sinal a ser controlado ou estimado, A,B1, B2, C1eD12

são matrizes de sistema com dimensões apropriadas. Considere também o controle

estático via realimentação de sáıda do NCS mostrado na Figura 11 e o diagrama de

tempo na Figura 12.

Figura 11 - Sistema de controle de realimentação de sáıda estático em rede

Figura 12 - O diagrama de tempo do Sistema de Controle em Rede (NCS) (S
′

k+2 é o
instante de amostragem com a medição perdida)

O amostrador é orientado pelo tempo, enquanto o controlador e o ZOH são orienta-

dos por eventos (no sentido que o controlador e o ZOH atualizam suas sáıdas assim

que recebem uma nova amostra). Assume-se que a sáıda de medição y(sk) ∈ Rp

esteja dispońıvel em instantes de amostragem discretos, tal que

0 = s0 < s1 < ... < sk < ..., lim
k→∞

sk = ∞ (2.52)

e pode ser corrompido por um sinal de rúıdo de medição v(sk) :

y(sk) = C2x(sk) +D21v(sk), k ∈ Z+. (2.53)
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As perdas de pacotes de rede acontecem ocasionalmente em um NCS quando há falhas de

nó ou colisões de mensagens. Embora a maioria dos protocolos de rede sejam equipados

com mecanismos de repetição de transmissão, eles só podem retransmitir por um peŕıodo

limitado.

Após esse tempo expirar, os pacotes são descartados. Além disso, para dados de controle

realimentado em tempo real, como medições de sensor e sinais de controle calculados,

pode ser vantajoso descartar a mensagem antiga não transmitida e transmitir um novo

pacote se ele se tornar dispońıvel. Desta forma, o controlador sempre recebe novos dados

para o cálculo de controle.

Leva-se em consideração as perdas de pacotes de dados, permitindo que a amostragem

não seja uniforme. A formulação y(sk) corresponde às medições que não se perdem.

Por exemplo, denote por tk o tempo do instante de atualização do ZOH e suponha que

o sinal de atualização no instante tk experimentou um atraso de transmissão de sinal ηk.

O diagrama de tempo do NCS considerado com atraso e perda de pacotes é mostrado na

Figura 12, onde

sk = tk − ηk (2.54)

denota o tempo de amostragem dos dados que não foram perdidos.

Como em [34] e [32], permite-se que os atrasos ηk cresçam mais que os intervalos de

amostragem sk+1 − sk, desde que a sequência de tempos de atualização de entrada tk

permaneça estritamente crescente. Isso significa que se uma amostra antiga chegar ao

destino após a mais recente, ela deve ser descartada.

O controlador estático via realimentação de sáıda tem a forma u(t)k) = Ky(tk−ηk), onde

K é o ganho do controlador. Assim, considerando o comportamento do ZOH, têm-se

u(t)k) = Ky(tk − ηk), tk ≤ t < tk+1, k = 0, 1, 2, ... (2.55)

com tk+1 sendo o próximo instante de atualização do ZOH após tk.

Estendendo a abordagem de atraso de tempo do controle de dados amostrados para NCS,

define-se
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τ(t) = t− tk + ηk, tk ≤ t < tk+1, (2.56)

assumindo-se que

tk+1 − tk + ηk ≤ τM , k ∈ Z+, (2.57)

onde τM denota o intervalo de tempo máximo entre o tempo sk = tk−ηk, no qual o estado

é amostrado e o tempo tk+1 em que a próxima atualização chega ao ZOH. Suponha que

o atraso induzido pela rede seja de limite inferior ηk ≥ ηm, onde ηm ≥ 0 é um limite

conhecido. Neste caso, há um atraso linear por partes limitado

ηm ≤ τ(t) = t− tk + ηk ≤ tk+1 − tk + ηk = sk+1 + hk+1 − sk ≤ τM ∀k ∈ Z+. (2.58)

com τ̇(t) = 1 para t ̸= tk. Veja a Figura 13 para um exemplo de τ(t), onde MAD é um

limite superior conhecido do atraso ηk induzido pela rede.

Seja MATI o intervalo de transmissão máximo permitido, o que supõe que as mensagens

sucessivas do sensor sejam separadas por no máximo MATI ’unidade de tempo’ [34].

Suponha que δ ∈ Z+ é um limite para o número máximo de perdas sucessivas. Então,

τM = (1 + δ)MATI +MAD. (2.59)

Figura 13 - NCSs: atraso de tempo linear por partes τ(t).
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Obtém-se o seguinte modelo de atraso de tempo do sistema em malha fechada (2.52) e

(2.55):

ẋ(t) = Ax(t) + A1x(t− τ(t)) + A2v(t− τ(t)) +B1w(t)

z(t) = C1x(t) +D1x(t− τ(t)) +D2v(t− τ(t)), (2.60)

onde

A1 = B2KC2, A2 = B2KD21,

D1 = D12KC2, D2 = D12KD21.

Denote v̄(t) = v(t − τ(t)) (t ≥ t0). Então (2.60) há duas perturbações: v̄ ∈ L2[t0,∞] e

w ∈ L2[t0,∞], com

||v̄||2L2
=

∫ ∞

t0

vT (t− τ(t))v(t− τ(t)) dt =
∞∑
k=0

(tk+1 − tk)v
T (tk − ηk)v(tk − ηk). (2.61)

Para um determinado escalar γ > 0, define-se o seguinte ı́ndice de desempenho [34] e [35]:

J = ||z̄||2L2
− γ2(||v̄||2L2

+ ||w||2L2
) (2.62)

=

∫ ∞

t0

[zT (s)z(s)− γ2wT (s)w(s)] ds− γ2
∞∑
k=0

(tk+1 − tk)v
T (tk − ηk)v(tk − ηk).

O objetivo é encontrar um controlador tal como (2.55) que estabilize exponencialmente o

sistema e que leve a um ganho-L2 de (2.60) menor que δ. O último significa que J < 0

para a função inicial zero e para todos os diferentes de zero w ∈ L2, v ∈ l2, bem como

para todos os intervalos de amostragem permitidos, perdas de pacotes de dados e atrasos

induzidos pela rede, satisfazendo (2.57).

Nota-se que o último termo do ı́ndice de desempenho J leva em consideração as taxas de
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atualização da medição e, portanto, está relacionado à energia do rúıdo de medição [35].

Para o controle de dados amostrados em intervalos de amostragem uniformes ηk ≡ 0, um

ı́ndice de desempenho convencional tem a seguinte forma [25]

Jsamp =

∫ ∞

t0

[zT (s)z(s)− γ2wT (s)w(s)] ds− γ2
∞∑
k=0

vT (tk)v(tk). (2.63)

O ı́ndice Jsamp tem um pouco de sentido f́ısico para os NCSs, pois não leva em consideração

as taxas de atualização.

O sistema em malha fechada, considerando (2.60), pode ser visto como um sistema com

um intervalo de atraso de variação rápida τ(t) ∈ [ηm, τM ]. Considerando um funcional de

Lyapunov padrão simples para sistemas com atrasos que variam no tempo [ηm, τM ]:

V (t, xt, ẋt) = xT (t)Px(t) +

∫ t

t−ηm

xT (s)S0x(s)ds+

∫ t−ηm

t−τM

xT (s)S1x(s)ds+

ηm

∫ 0

−ηm

∫ t

t+θ

ẋT (s)R0ẋ(s)dsdθ + (τM − ηm)

∫ −ηm

−τM

∫ t

t+θ

ẋT (s)R1ẋ(s)dsdθ,

P > 0, Sj > 0, j = 0, 1.

(2.64)

Temos a seguinte condição

d

dt
V (t, xt, ẋt) + |z(t)|2 − γ2[|w(t)|2 + |v(t− (τ(t))|2] ≤ −ε[|x(t)|2 + |w(t)|2 + |v(t− τ(t))|2]

(2.65)

com ε > 0 garantindo a estabilidade assintótica interna e o ganho-L2 de (2.60) menor que

γ. O último segue da integração de (2.65) em t de 0 a ∞.

Até agora, foi considerado um modelo de atraso de tempo de um NCS sem desordem de

pacotes. Considere agora uma situação mais geral, em que a amostra mais antiga pode

chegar ao destino mais tarde do que a mais recente e em que o pacote de dados mais

antigo não é descartado.

Este é o caso da desordem de pacotes. Neste caso mais geral, o modelo de atraso em

malha fechada (2.60) sujeito a (2.56) permanece válido, onde k corresponde ao tempo de
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atualização tk (e não ao instante de amostragem sk), e onde os tempos de atualização são

ordenados

t0 ≤ t1 ... ≤ tk ..., lim
k→∞

tk = ∞. (2.66)

Pode acontecer que tk − ηk ≤ tk−1 para algum k.

Como exemplo, pode ser considerado o seguinte modelo linearizado do pêndulo invertido

em um carrinho:


ẋ

ẍ

θ̇

θ̈

 =



0 1 0 0

0 0
−mg
M

0

0 0 0 1

0 0
(M +m)g

Ml
0




x

ẋ

θ

θ̇

+


0
a

M

0
−a
Ml

 , z =
[
1 1 1 1

] [
x ẋ θ θ̇

]T
+ 0, 1u,

(2.67)

com M = 3, 9249kg, m = 0, 2047kg, l = 0, 2302m, g = 9, 81N/kg, a = 25, 3N/V .

No modelo, x e θ representam a coordenada da posição do carrinho e o ângulo do pêndulo

na vertical, respectivamente. O pêndulo livre de perturbação pode ser estabilizado por

uma realimentação de estado u(t) = Kx(t) com o ganho

K =
[
5, 825 5, 883 24, 941 5, 140

]
, (2.68)

o que leva aos autovalores do sistema em malha fechada −100,−2± 2j,−2.

Na prática, as variáveis θ, θ̇ e x, ẋ são medidas em instantes de amostragem discretos tk

e o controle de dados amostrados (2.23) é aplicado. Deve-se encontrar o limite máximo na

amostragem variável que preserva a estabilidade sob o controlador de dados amostrados

de realimentação de estado com o ganho acima. Considerando a relação tk+1−tk ≤ 0, 003s

e a condição inicial [x ẋ θ θ̇] = [1 1 1 1]. Deve-se encontrar o custo garantido resultante

J =
∫∞
0
ZT (t)z(t)dt. Supondo que o controle de dados amostrados u(t) = Kx(tk) está

sujeito à saturação |u| ≤ 5.
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Deixamos a amostragem variável satisfazer a desigualdade tk+1 − tk ≤ 0.003s. Encontrar

K que estabilize o sistema e leve ao maior domı́nio de atração, passa a ser o objetivo de

controle. A lei de controle resultante pode ser considerada como aquela com o atraso de

variação rápida τ(t) ∈ [0, τM ]:

u(t) = Kx(t− τ(t)), τ(t) = t− tk + ηk ≤ tk+1 − tk + ηk ≤ τM . (2.69)

Assumindo, como anteriormente, |u| ≤ 5 e escolhendo τM = 0, 003, deve-se encontrar K

que estabilize o sistema e leve ao maior domı́nio de atração posśıvel.
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3 CONTROLE EXTREMAL EM REDE COM DADOS AMOSTRADOS

A Figura 14 apresenta um sistema de controle extremal baseado em rede para um mape-

amento multivariável estático não-linear, considerando o efeito de atraso provocado pelas

redes de comunicação, conforme [36]:

Q(Θ(t)) = Q∗ +
1

2
(Θ(t)− θ∗)TH(Θ(t)− θ∗), (3.1)

onde H = HT ∈ Rn×n é uma matriz Hessiana, H > 0 (positivo definida). A Hessiana

é uma matriz quadrada com ”n”colunas e ”n”linhas (n X n) das derivadas parciais de

segunda ordem da função. Por isto, esta matriz descreve a curvatura local da função ”f”.

O parâmetro θk ∈ Rm é o sinal de controle amostrado, Θ(t) ∈ Rm o sinal de controle após

a conversão digital analógico realizada pelo ZOH, y(t) ∈ Rp a sáıda, y(sk) ∈ Rp a sáıda

amostrada pelo sensor, S(t) e M(t) são vetores de perturbação senoidal ou dither e Ĝ(t)

é chamado de estimativa do vetor gradiente.

Figura 14 - Esquema de busca extremal baseada em rede com dados amostrados pelo
retentor de ordem zero (ZOH).

O parâmetro θ(t) ∈ Rn ∈ Rm é o sinal de controle na sáıda do controlador

θ(t) = θ̂(t) + S(t). (3.2)

O termo sk denota a sequência de crescimento monotonicamente ilimitada dos instantes

de amostragem, ou seja,

0 = s0 < s1 < ... < sk < ..., k ∈ Z+, lim
k→t∞

sk = ∞, (3.3)
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com os intervalos de amostragem variáveis no tempo

hk = sk+1 − sk > 0. (3.4)

Existem duas fontes de atrasos da rede: sensor para o controlador (ηsck ) e controlador para

o atuador (ηcak ).

Supõe-se que o sensor atue de forma orientada pelo tempo (ou seja, a amostragem ocorre

nos tempos sk, k ∈ Z+) e que tanto o controlador quanto o atuador agem de forma orien-

tada por eventos (ou seja, eles respondem instantaneamente aos dados recém-chegados),

assim como em [1].

Sob essas premissas, esses dois atrasos podem ser capturados por um único atraso ηk =

(ηsck ) + (ηcak ). Assumindo que ηk ∈ [ηm, ηM ], onde ηm e ηM denotam os limites de atraso

inferior e superior dos atrasos induzidos pela rede ηk, respectivamente.

Denote por tk = sk + ηk o tempo instantâneo de atualização do retentor de ordem zero

(ZOH), finalmente a função ZOH transforma a entrada de controle de tempo discreto θk

em uma entrada de controle cont́ınua no mapeamento (3.1):

Θ(t) = θk = θ(sk), t ∈ [tk, tk+1], k ∈ Z+. (3.5)

Por outro lado, os sistemas de controle modernos geralmente empregam tecnologia digital

para implementação do controlador, ou seja, controle com dados amostrados. Nos sistemas

de dados amostrados ηk = 0, consequentemente, tk = sk, e a entrada Θ(t) em (3.5) pode

ser representada como uma lei de controle atrasada

Θ(t) = θ(tk) = θ(t− (t− tk)) = θ(t− h(t)), (3.6)

h(t) = t− tk, t ∈ [tk, tk+1[, k ∈ Z+, (3.7)

onde θ(t− h(t)) = [θ1(t− h(t)), ..., θn(t− h(t))]T , em [37] .

Além disso, o atraso variável no tempo h(t), em [37], é linear por partes, limitado por

hM ∈ R+ , ou seja, h(t) ∈ [0, hM ], e tem derivada temporal ḣ(t) = 1,∀t ̸= tk (ver Figura

15).
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Figura 15 - Função em forma de dente de serra cont́ınua como o atraso no tempo.

Nesse contexto, o sistema de malha fechada pode ser tratado como um sistema de di-

mensão infinita em tempo cont́ınuo sujeito a um atraso variante no tempo h(t) no ramo

de atuação, vide Figura 16.

Figura 16 - Esquema de controle extremal baseado em rede: equivalente cont́ınuo com
atrasos variantes no tempo.

Então, a partir da Figura 16, a sáıda do mapeamento não-linear (3.1) pode ser reescrita

como

y(t) = y(θ(t− h(t)))

= Q∗ +
1

2
(θ(t− h(t))− θ∗)TH(θ(t− h(t))− θ∗). (3.8)



52

Definindo o erro de estimativa

θ̃(t) = θ̂(t)− θ∗, (3.9)

e a estimativa de gradiente

Ĝ(t) =M(t)y(t), (3.10)

com vetores de perturbação senoidal

S(t) =

[
a1 sin

(
ω1
t

ε

)
, ..., an sin

(
ωn
t

ε

)]T
(3.11)

M(t) =

[
2

a1
sin

(
ω1

(t− h(t))

ε

)
, ...,

2

an
sin

(
ωn

(t− h(t))

ε

)]T
(3.12)

com amplitudes diferentes de zero ai e parâmetro pequeno ε > 0. Além disso, as

frequências de sondagem ωi’s podem ser selecionadas como

ωi = ω′
iω, i ∈ [1, ..., n], (3.13)

onde ω é uma constante positiva e ω′
i é um número racional.

De (3.2) e (3.9), tem-se que

θ(t) = θ̃(t) + S(t) + θ∗, (3.14)

e, portanto, substituindo (3.14) em (3.8), y(t) pode ser escrito como

y(t) =Q∗ +
1

2
(θ̃(t− h(t)) + S(t− h(t)))T

×H(θ̃(t− h(t)) + S(t− h(t)))

=Q∗ +
1

2
θ̃T (t− h(t)) +Hθ̃(t− h(t))

+ ST (t− (h))Hθ̃(t− h(t))

+
1

2
ST (t− h(t))HS(t− h(t))

(3.15)
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então, o gradiente estimado é

Ĝ(t) =M(t)Q∗ +
1

2
M(t)θ̃T (t− h(t))Hθ̃(t− h(t))

+M(t)ST (t− h(t))Hθ̃(t− h(t))

+
1

2
M(t)ST (t− h(t)) +HS(t− h(t)).

(3.16)

definindo

Ĥ

(
t

ε

)
:=M(t)ST (t− h(t))H, (3.17)

Ĵ

(
t

ε

)
:=M(t)Q∗ +

1

2
M(t)ST (t− h(t))HS(t− h(t)), (3.18)

ϑ(t) :=
1

2
M(t)θ̃T (t− h(t))Hθ̃(t− h(t)), (3.19)

a equação (3.16) torna-se

Ĝ = Ĥ

(
t

ε

)
θ̃(t− h(t)) + Ĵ

(
t

ε

)
+ ϑ(t). (3.20)

A partir da derivada temporal de (3.9), a dinâmica que governa o θ̂(t), bem como θ̃(t), é

dada por

˙̃θ(t) =
˙̂
θ(t) = KĜ(t), (3.21)

sendo K < 0 uma matriz diagonal negativa definida. O termo ϑ(t) em (3.20) é quadrático

em θ̃(t − h(t)) e pode ser desprezado em uma análise local. Assim, substituindo (3.20)

em (3.21) e ignorando ϑ(t), chega-se a

˙̃θ(t) = A

(
t

ε

)
θ̃(t− h(t)) +B

(
t

ε

)
, (3.22)

onde

A

(
t

ε

)
:= KĤ

(
t

ε

)
; B

(
t

ε

)
:= KĴ

(
t

ε

)
. (3.23)
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Além disso, as matrizes variantes no tempo A
(
t
ε

)
e B

(
t
ε

)
são ambos periódicas em T com

T = 2π ×MMC

(
1

ωi

)
, ∀i ∈

{
1, 2, ..., n.

}
(3.24)

Escalonando o tempo t = T t̄ e denotando θ̄ = θ̃(T t̄) = θ̃(t), o sistema (3.22) é apresentado

como

d

dt̄
θ̄(t̄) = TA

(
T t̄

ε

)
θ̄(t− h(t)) + TB

(
T t̄

ε

)
w(t). (3.25)

Usando (3.17) e (3.18), é posśıvel concluir que as entradas ĥij(τ) de Ĥ(τ) e ĵi(τ) de Ĵ(τ)

são dados por

ĥij(τ) =
2

ai
sinωiτ

[
n∑

k=1

ak sin(ωkτ)hkj

]
, (3.26)

ĵi(τ) =
2

ai
sinωiτ

[
Q∗ +

n∑
j=1

(
n∑

k=1

ak sin(ωkτ)hkj

)
aj sin(ωjτ)

]
, (3.27)

consequentemente, ĥij(τ) e ĵi(τ) são periódicos em T, tais que Ĥav = H e Ĵav = 0, e todas

as entradas ĥij(τ) e ĵi(τ) são limitadas uniformemente τ ≥ 0 com valores de um intervalo

finito ĥij(τ) ∈ [ĥmij , ĥ
M
ij ] e ĵi(τ) ∈ [ĵmij , ĵ

M
ij ] para τ ≥ τ1 ≥ 1.

Assim, TA(τ) e TB(τ) em (3.25) satisfazem a condição quase periódica com

1

ε

∫ t

t−ε

TA
(s
ε

)
ds = TAav + T∆A

(
t

ε

)
= TKH, (3.28)

Aav = KH, σ >

∣∣∣∣∣∣∣∣∆A( tε
)∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0, (3.29)

1

ε

∫ t

t−ε

TB
(s
ε

)
ds = TBav + T∆B

(
t

ε

)
= 0, (3.30)

Bav = 0, ∆B

(
t

ε

)
= 0. (3.31)

Invocando o [ [38], Theorem 5.2 ou Apêndice A, Teoremas A e B], a versão média de

(3.25) é dada por
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d

dt̄
θ̄av(t̄) =

[
TAav + T∆A

(
T t̄

ε

)]
θ̄av(t̄)

+

[
TBav + T∆B

(
T t̄

ε

)]
w(t̄),

=TAavθ̄av(t̄),

(3.32)

para |h(t)| ≤ hM e hM suficientemente pequeno. Portanto, com Aav Hurwitz, a estabi-

lidade do sistema médio (3.32) garante a estabilidade do sistema atrasado (3.22) e em

rede com dados amostrados original. Além disso, existe um elipsóide exponencialmente

atrativo com supt≥0|ω(t)| ≤ ∆ = 1

χ =

(
θ ∈ Rn : |θ|2 ≤ b0 + ...b2n

2αc1
∆2

)
. (3.33)

Convenientemente, é apresentado no Apêndice A um resumo dos principais resultados de

teoria da média de sistemas com atrasos variantes no tempo de [38]. Uma vez que a planta

é um mapeamento estático não-linear sujeito ao mesmo atraso nos canais de entrada, o

atraso de entrada pode tratar como um simples atraso de sáıda [39], conforme apresentado

na Figura 17.

Figura 17 - Esquema de busca extremal baseado em rede equivalente cont́ınuo com atrasos
de sáıda.
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4 RESULTADO DAS SIMULAÇÕES

Para destacar as ideias principais da estratégia de controle extremal baseada em rede

proposta, o mapeamento não-linear multivariável (3.1) tem entrada Θ(t) ∈ R2, sáıda

y(t) ∈ R, e parâmetros desconhecidos

H =

100 30

30 20

 ,
Q∗ = 100 e θ∗ =

[
2 4

]T
.

(4.1)

O controle extremal baseado em rede na Figura 14 pode ser visto, por exemplo, como um

sistema de dados amostrados com amostragem periódica hM = 0, 4[seg] e tratado como

um sistema em tempo cont́ınuo com um atraso variável no tempo aplicado à entrada da

planta, conforme apresentado na Figura 16.

O atraso variável no tempo é h(t) = t− tk, ∀t ∈ [tk, tk +hM [, e os vetores de dither têm

parâmetros a1 = a2 = 0, 1, ω1 = 0, 7[rad/s], ω2 = 0, 5[rad/seg] e ε = 0, 1. A matriz de

ganho de controle K = 10−2

−7, 5 0

0 −7, 5

 e a condição inicial é θ̂(0) =
[
2, 5 5

]T
.

A Figura 18 mostra a convergência do sinal de controle θ(t) para uma vizinhança do valor

do otimizador θ∗ em aproximadamente 60 segundos.

Figura 18 - Vetor de controle θ(t).
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A Figura 19 mostra a convergência da entrada da planta Θ(t) para uma vizinhança do

valor do otimizador Θ∗ em cerca de 60 segundos.

Figura 19 - Entrada da planta Θ(t).

Consequentemente, a sáıda y(t) atinge a vizinhança do mı́nimo desejado Q∗, conforme

Figura 20.

Figura 20 - Sáıda y(t).
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A estimativa do gradiente Ĝ(t) se aproxima da origem, vide Figura 21.

Figura 21 - Gradiente estimado Ĝ(t).

A Figura 22 ilustra o atraso variante no tempo h(t) equivalente.

Figura 22 - Atraso variante no tempo h(t).
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CONCLUSÃO

Um controlador extremal em rede com dados amostrados foi originalmente proposto para

uma planta multivariável estática e não-linear com intervalos de amostragem variáveis.

Apesar dos desafios encontrados na elaboração de um controle em rede, foi posśıvel ela-

borar satistatoriamente uma estratégia de controle apropriada, garantindo a eficácia do

controlador na buscal extremal do extremo da função desconhecida.

A estratégia utilizada permite alcançar a convergência em tempo finito da estimativa

em tempo real a uma vizinhança do valor ótimo desconhecido. Consequentemente, a

abordagem resultante garante convergência da sáıda do sistema controlado para uma

pequena vizinhança do extremo (máximo ou mı́nimo). Utilizando a estratégia de controle

extremal baseada em rede com dados amostrados, é posśıvel verificar que a estimativa do

gradiente se aproxima da origem, garantindo sua permanência na vizinhança em zero.

Foi posśıvel mostrar a estabilidade do sistema atrasado em rede com dados amostrado,

através da teoria da estabilidade do sistema médio.

Conclui-se que é posśıvel realizar controle extremal em um sistema em rede com dados

amostrados, conforme estudo e simulação apresentada, permitindo-se ampliar os estudos

neste ramo, como forma de aprimorar as técnicas de controle extremal.

Esta dissertação deu origem a um artigo, [40], publicado no XV Simpósio Brasileiro de

Automação Inteligente, em 2021.
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APÊNDICE

Teoria da Média para Sistemas com Atrasos Variantes no Tempo

Considere o sistema de variação rápida com um atraso variante no tempo h(t):

ẋ(t) = A

(
t

ε

)
x(t) + Ad

(
t

ε

)
x(t− h(t)), t ≥ 0, (4.2)

onde x(t) ∈ Rn, A,Ad : [0,∞) → Rn×n são cont́ınuos por partes e ε > 0 é um parâmetro

pequeno.

O atraso h(t) deve ser limitado

0 ≤ h(t) ≤ hM , (4.3)

e de variação rápida (sem qualquer restrição na derivada de atraso). A condição inicial

do sistema (4.2) é dada por x(θ) = ϕ(θ), θ ∈ [−hM , 0] com ϕ ∈ C[−hM , 0].

As seguintes hipóteses são consideradas para o sistema:

(H1) Existe τ1 ≥ 1 tal que

1

ε

∫ t

t−ε

A
(s
ε

)
ds = Aav +∆A

(
t

ε

)
,

||∆A
(
t

ε

)
|| ≤ σ, ∀ t

ε
≥ τ1,

(4.4)

com uma matriz constante Hurwitz Aav e uma constante pequena o suficiente σ > 0.

(H2) Todas as entradas akv(τ) de A(τ) são uniformemente limitadas para τ ≥ 0 com os

valores de alguns intervalos finitos akv(τ) ∈ [amkv, a
M
kv] para τ ≥ τ1 ≥ 1.
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Sob (H2), A(τ) pode ser apresentado como uma combinação convexa das matrizes cons-

tantes Ai com as entradas amkv ou aMkv:

A(τ) =
N∑
i=1

fi(τ)Ai, ∀τ ≥ τ1 ≥ 1,

fi ≥ 0,
N∑
i=1

fi = 1, 1 ≤ N ≤ 2n
2

.

(4.5)

Observe que fi ̸≡ 0. Para constantes akv, tem-se amkv = aMkv.

(H3) Existe τ1 ≥ 1 tal que (4.4) é válida e

1

ε

∫ t

t−ε

Ad

(s
ε

)
ds = Adav +∆Ad

(
t

ε

)
,

||∆Ad

(
t

ε

)
|| ≤ σd, ∀ t

ε
≥ τ1,

(4.6)

onde σd > 0 é uma constante suficientemente pequena. Além disso, a matriz Aav + Adav

é Hurwitz.

(H4) Considere que (H2) seja mantida e que todas as entradas adkv(τ) de Ad(τ) sejam

uniformemente limitadas para τ ≥ 0 com os valores de alguns intervalos finitos adkv(τ) ∈

[amdkv, a
M
dkv] para τ ≥ τ1 ≥ 1.

De (H4), (4.6) é verificada e Ad(τ) pode ser apresentada como uma combinação convexa

das matrizes constantes Adj com as entradas amdkv ou aMdkv:

Ad(τ) =

Nd∑
j=1

fdj(τ)Adj, ∀τ ≥ τ1 ≥ 1,

fdj ≥ 0,

Nd∑
j=1

fdj = 1, 1 ≤ Nd ≤ 2n
2

.

(4.7)

Para uma constante adkv, tem-se amdkv = aMdkv.
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A partir de (4.5) e (4.7), o sistema

ż(t) =

[
Aav +∆A

(
t

ε

)]
x(t)−

∫ 1

0

A

(
t

ε
− θ

)
−
∫ t

t−εθ

ẋ(s)dsdθ, (4.8)

pode ser reescrito como

ż(t) =

[
Aav + Adav +∆A

(
t

ε

)
+∆Ad

(
t

ε

)]
x(t)−

∫ 1

0

A

(
t

ε
− θ

)∫ t

t−εθ

ẋ(s)dsdθ

−
∫ 1

0

Ad

(
t

ε
− θ

)∫ t

t−εθ−h(t−εθ)

ẋ(s)dsdθ.

(4.9)

Teorema A Suponha que (H3) e (H4) sejam satisfeitas. Dadas as matrizesAav, Adav, Ai (i =

1, ..., N), Adj (j = 1, ..., Nd) e constantes σ > 0, σd > 0, α > 0, ε∗ > 0 e hM > 0, existem

matrizes P > 0, R > 0, Hi > 0 (i = 1, ..., N), Qj > 0 (j = 1, ..., Nd), S1 > 0, R1 > 0, U e

escalares λ > 0, λd > 0 que satisfazem as seguintes LMIs:

R1 U

∗ R1

 ≥ 0, (4.10)

Ω Θij

∗ Θ2

 < 0, i = 1, ..., N, j = 1, ..., Nd. (4.11)



63

A matriz Ω é simétrica composta por

Ω11 =P (Aav + Adav) + (Aav + Adav)
TP + 2αP + λσ2In + λdσ

2
dIn + S1 −

1

hM
e2αhMR1,

Ω12 =− (Aav + Adav)
TP − 2αP,

Ω13 =− Ω23 = −P [A1, ..., AN ],

Ω14 =Ω18 = −Ω24 = −Ω28 = P,

Ω15 =Ω56 =
1

hM
e2αhM (R1 − U),

Ω16 =
1

hM
e2αhMU,

Ω17 =− Ω27 = −P [Ad1, ..., AdNd
],

Ω22 =− 4

ε∗
e−2αε∗R + 2αP

Ω33 =− 2e−2αε∗diag

[
1

f ∗
1

H1, ...,
1

f ∗
1

HN

]
,

Ω44 =− λIn,

Ω55 =
1

hM
e2αhM (2R1 − U − UT ),

Ω66 =− e2αhMS1 −
1

hM
e2αhMR1,

Ω77 =− 2e2α(ε
∗+hM )diag

[
1

f ∗
1

Q1, ...,
1

f ∗
1

QNd

]
,

Ω88 =− λdIn,

(4.12)

e outros blocos são matrizes zero com f ∗
i (i = 1, ..., N) e f ∗

dj(j = 1, ..., Nd) definido por:

ε∗
∫ 1

0

θfi(τ − θ)dθ ≤ f ∗
i , ∀τ ≥ τ1, (4.13)

∫ 1

0

(ε∗θ + hM)fdj, ∀τ ≥ τ1 +
hM
ε
, (4.14)
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Θij =



√
ε∗AT

i Λ1

√
hMA

T
i Λ2

0(N+2)n,n 0(N+2)n,n

√
ε∗AT

i Λ1

√
hMA

T
i Λ2

0(Nd+2)n,n 0(Nd+2)n,n

 ,

Θ2 = −diag(Λ1,Λ2),

Λ1 = R + (H1 + ...+HN) + (Q1 + ...+QNd
,

Λ2 = R + 2(Q1 + ...+QNd
),

(4.15)

Então, o sistema (4.2) é exponencialmente estável com uma taxa de decaimento α para

todos ε ∈ [0, ε∗] e h(t) ∈ [0, hM ], o que significa que existe M0 > 0 de modo que para todo

ε ∈ [0, ε∗], h(t) ∈ [0, hM ] as soluções de (4.2) inicializadas por φ ∈ C[−hM , 0] satisfazem

|x(t)|2 ≤M0e
−2αt||ϕ||2C ∀t ≥ 0. (4.16)

Além disso, se as LMIs (4.10) e (4.11) forem satisfeitas com α = 0, então o sistema (4.2) é

exponencialmente estável com uma taxa de decaimento pequena o suficiente α = α0 > 0

para todo ε ∈ [0, ε∗] e h(t) ∈ [0, hM ].

Podemos estender ainda mais esses resultados para uma análise ISS do sistema perturbado

ẋ(t) = A

(
t

ε

)
+ Ad

(
t

ε

)
x(t− h(t)) +B

(
t

ε

)
w(t), t ≥ 0. (4.17)

(H5) Todas as entradas bkv(τ) de B(τ) são uniformemente limitadas para τ ≥ 0 com os

valores de alguns intervalos finitos bkv(τ) ∈ [bmkv, b
M
kv] para τ ≥ τ1 ≥ 1.

Aqui, B(τ) é tratado como uma matriz de politopo variável no tempo. Sob (H5), B(τ)

pode ser apresentado como uma combinação convexa das matrizes constantes Bl com as

entradas bmdkv ou bMdkv.
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B(τ) =
N̄∑
l=1

f̄l(τ)Bl, ∀τ ≥ τ1 ≥ 1,

f̄l ≥ 0,
N̄∑
l=1

f̄l = 1, 1 ≤ N̄ ≤ 2n×nw .

(4.18)

Teorema B Suponha que (H5) e (H4) sejam verificadas. Dadas as matrizesAav, Adav, Ai (i =

1, ..., N), Adj (j = 1, ..., Nd), Bl (l = 1, ..., N), e constantes σ > 0, σd > 0, α > 0, ε∗ >

0 e hM > 0, existem matrizes (n × n), P > 0, R > 0, Hi > 0 (i = 1, ..., N), Qj > 0 (j =

1, ..., Nd), S1 > 0, R1 > 0, U e escalares λ > 0, λd > 0 e bl > 0 (l = 0, ..., N̄) que satisfazem

(4.10) e as seguintes LMIs:


Ω ϕ̂12

∗ ϕ̄22

 Θ̄ijl

∗ Θ2

 ≤ 0, i = 1, ..., N, j = 1, ..., Nd,

l = 1, ..., N̄ ,

(4.19)

com

Φ̂12 =
[
P −P On,(N+Nd+4)n

]T [
B1 ... BN̄ On,nw

]
,

Θ̄ijl =


Θij ON̄nw,n ON̄nw,n

√
ε∗BT

l Λ1

√
ε∗BT

l Λ2



 ,
(4.20)

onde Φ22 é dado por
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Φ̄ =

Φ Φ̄12,

∗ θ22

 ,
Φ̄12 =

[
P −P On,(N+1)n

]T [
B1 ... On,nw

]
,

Φ̄22 = −diag[b1Inw , ..., bN̄Inw , b0Inw],

(4.21)

e Φ é a matriz simétrica composta de (4.12), e θij, θ2. Λ1eΛ2 são dados por (4.15). Então,

o sistema (4.17) é ISS para todo ε ∈ (0, ε∗] e h(t) ∈ [0, hM ], significando que existeM0 > 0

tal que para todo ε ∈ (0, ε∗], h(t) ∈ [0, hM ] e w(t) essencialmente e localmente limitado,

as soluções do sistema (4.17), inicializado por φ ∈ C[hM , 0], satisfazem

|x(t)|2 ≤M0e
−2αt|x(0)|2 +

[
M0e

−2αt +
b0 + ...+ bṄ

2αc1

]
(4.22)

com |x(0)|2 alterado por ϕ2
c . Além disso, dado ∆ > 0, o elipsóide Υ dado por

Υ =

[
x ∈ Rn : |x|2 ≤ b0 + ...+ bṄ

2αc1
∆2

]
(4.23)

é exponencialmente atraente (o que significa que x(t) se aproxima de Υ para t → ∞

com uma taxa de decaimento α para todo ϕ ∈ C[h,0] e w(t) essencialmente limitado com

supt≥0|w(t)| ≤ ∆.

Além disso, se as LMIs (4.10) e (4.19) são fact́ıveis com α = 0, então o sistema (4.17) é

ISS para todo ε ∈ (0, ε∗] e (4.11) com |x(0)|2 alterado por ||ϕ||2c e mantido com uma taxa

de decaimento suficientemente pequena α = α0 > 0, para todo ε ∈ (0, ε∗] e h(t) ∈ [0, hM ].
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