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RESUMO

SANTOS, Débora Marques Lopes dos. Controle Epidemiologico da COVID-19 através da
Teoria de Sistemas a Estrutura Varidvel e Modos Deslizantes. 54 f. Dissertagao (Mestrado

em Engenharia Eletronica) - Faculdade de Engenharia, Universidade do Estado do Rio

de Janeiro (UERJ), Rio de Janeiro, 2020.

A epidemia causada pelo recente coronavirus (COVID-19) tem atraido a atengao de
diversas areas de pesquisa. Muitas publicacoes tentam obter respostas quanto a dinamica
de propagacao da infecgao uma vez que os resultados da sua disseminagao tém sido ca-
tastréficos. Um método sistemédtico para a andlise e controle da dinamica da COVID-19
¢ uma necessidade imediata. Este trabalho propoe um novo modelo matematico deno-
minado SIRD(Q considerando leis de controle para as agoes governamentais de modo a
reduzir os periodos de quarentena. As leis de controle propostas garantem a regulacao do
nimero basico de reproducao para um valor desejado, que esté diretamente relacionado
com a dinamica de propagagao do modelo epidémico. Considera-se estratégias de controle
baseadas na teoria de sistemas a estrutura variavel e modos deslizantes devido a sua ro-
bustez com relacao a incertezas paramétricas e perturbagoes, assim como encontradas em
modelos epidemioldgicos. A anélise de estabilidade do sistema em malha fechada é rigo-
rosamente apresentada. Simulacoes mostram que as estratégias de controle empregadas

asseguram melhores niveis de isolamento a serem adotados.

Palavras-chave: COVID-19; Dinamica Epidemiolégica; Controle por Modos Deslizantes;

Realimentacao de Saida.



ABSTRACT

SANTOS, Débora Marques Lopes dos. Epidemiological Control of COVID-19 through the
Theory of Variable Structure Systems and Sliding Modes. 54 p. Master Thesis (Master

in Science of Electronic Engineering) - Engineering Faculty, State University of Rio de

Janeiro (UERJ), Rio de Janeiro, 2020.

The epidemic caused by the recent coronavirus (COVID-19) has attracted the
attention of several research areas. Many publications try to obtain answers regarding
the dynamics of the spread of the infection since the results of its dissemination have
been catastrophic. A systematic method for the analysis and control of the COVID-
19 dynamics is an immediate necessity. This work proposes a new mathematical called
SIRD(@Q model considering control laws for the government actions in order to reduce the
periods of quarantine. The proposed control laws guarantee the regulation of the basic
number of reproduction to a desired value, which is directly related to the propagation of
the epidemic model. We consider control strategies based on variable structure systems
and sliding modes due to its robustness with respect to parametric uncertainties and
disturbances, as found in epidemiological models. The stability analysis of the closed-loop
system is rigorously presented. Simulations shows that the employed control strategies

assure better levels of isolation to be adopted.

Keywords: COVID-19; Epidemiological Dynamics; Sliding Mode control; Output Feed-
back.
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INTRODUCAO

Em 31 de dezembro de 2019, a Organiza¢ao Mundial da Satide (OMS) foi informada
de casos de pneumonia de causa desconhecida na cidade de Wuhan, China. Um novo
coronavirus, que pertence a uma grande familia de virus que causam doengas que vao desde
o resfriado comum até doencas mais graves foi identificado como a causa pelas autoridades
chinesas em 7 de janeiro de 2020 e foi inicialmente denominado “2019-nCoV” [1].

Com uma alta capacidade de propagacao e, consequentemente, um rapido aumento
do ntimero de casos, o virus se espalhou para a maioria dos paises do mundo. Por isso, em
11 de marco de 2020, a OMS declarou que o surto poderia ser caracterizado como uma
pandemia.

A transmissao do virus ocorre de pessoa para pessoa por meio de goticulas respi-
ratérias, principalmente. O SARS- CoV-2 demonstrou padrao de infecgao em humanos
semelhante a outros coronavirus, particularmente o coronavirus com sindrome respiratoria
aguda grave (SARS-CoV) e o coronavirus com sindrome respiratéria do Oriente Médio
(MERS-CoV) [2].

A COVID-19 tem avancado rapidamente pelo pais, com transmissao comunitdria
declarada em todo o territério nacional [2]. Neste contexto, estd a cidade do Rio de
Janeiro, que ¢ um dos maiores centros urbanos do pais e a segunda cidade com maior
nimero de casos [2]. O primeiro caso de COVID-19 no municipio do Rio de Janeiro foi
registrado em 6 de margo de 2020, apenas 11 dias apds o primeiro caso do Brasil [2].
Desde entao, a prefeitura do Rio de Janeiro tem disponibilizado dados de casos e ébitos
confirmados de SARS-CoV-2, por local de residéncia, de acesso aberto. Esses dados sao
disponibilizados considerando casos confirmados, recuperados e infectados, por dia e por
média mével dos dltimos 7 dias [3].

A Figura 1 a Figura 3 demonstram esses dados, considerando o periodo de pro-
pagacao da epidemia de 28 de marco de 2020 a 03 de agosto de 2020.

Neste cenario de pandemia, o tratamento da doenca e a sua prevengao exigem
recursos sociais e médicos que geralmente sao insuficientes. Por sua vez, os sistemas de
saude ficam cada vez mais sobrecarregados, na tentativa de mitigar as consequéncias,
evitando complicagoes e resultados ainda mais graves [4]. Além do medo de contrair a

doenca, a COVID-19 tem provocado sensagao de inseguranca em todos aspectos da vida,
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Figura 1 - Casos confirmados da COVID-19, no municipio do Rio de Janeiro
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Figura 2 - Recuperados confirmados da COVID-19, no municipio do Rio de Janeiro
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Figura 3 - Obitos confirmados da COVID-19, no municipio do Rio de Janeiro

da perspectiva coletiva a individual, do funcionamento diario da sociedade as modificagoes
nas relagoes interpessoais [5]. Embora medidas como quarentena e isolamento social
sejam possibilidades de controle em situagoes de pandemia, o seu prolongamento pode ser
prejudicial a economia do pais e, além disso impacta consideravelmente a saiide mental
da populacao. Em decorréncia disso, estudos sobre a dinamica e possiveis estratégias de
controle podem ser de grande interesse para a comunidade cientifica e para a sociedade
como um todo.

A literatura apresenta exemplos relacionados a dinamica de doencas infecciosas.
Diferentes tipos de modelos, principalmente o de equagoes nao-lineares que podem ser
empregados, em [6] é descrita a dinamica da infecgao por coronavirus em humanos, forne-
cendo um sistema de modelos de equagoes diferenciais ordinarias (EDOs) para descrever o
processo dinamico das interagoes entre o sistema imunoldgico e as infecgoes por COVID-
19.

Os modelos matematicos sao fundamentais para compreender e prever os mecanis-
mos de propagacao de uma epidemia. O mais popular e amplamente utilizado é o modelo
SIR [7] para transmissao de pessoa para pessoa. Para a pandemia COVID-19, muitos

modelos foram construidos para explorar a epidemia na escala de um pais como o modelo
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SIDARTHE, que é uma atualiza¢do do modelo SIR e é encontrado em [8]. O modelo con-
sidera oito estagios de infec¢ao: suscetivel (S), infectado (I), diagnosticado (D), doente
(A), reconhecido (R), ameagado (T), curado (H) e extinto (E). O modelo SIDARTHE
destacou que medidas restritivas de distanciamento social precisam ser combinadas com
testes generalizados e rastreamento de contato [8].

Dois modelos matematicos da dinamica do COVID-19 sao considerados pelos siste-
mas de saide de alguns paises. O primeiro modelo macroscépico para a dinamica do virus
no nivel da populacao geral do pais é derivado de um modelo SIR padrao. O segundo
modelo local se refere a um né unico da rede do sistema de satide, ou seja, modela os
fluxos de pacientes com uma granularidade menor no nivel de um centro de atendimento
hospitalar regional para pacientes infectados com COVID-19. Dados didrios (baixo custo)
sao facilmente coletados a este nivel e sao elaborados para uma avaliacao rapida do estado
de saide local gragas aos métodos dos sistemas de controle [9].

Em [10] sao apresentados resultados baseados em controle étimo aplicado aos mo-
delos SIR, SIRS e SEIR, incluindo opg¢oes de vacinagao e tratamento sob taxas variaveis
de incidéncia e morte relacionada a doenca.

A utilizagao de técnicas de controle nao lineares, especificamente o controle por
modos deslizantes (Sliding Mode Control - SMC) tem sido amplamente utilizado na li-
teratura para o controle de doencas infecciosas. Em [11], um método de prevencao da
influenza foi apresentado por meio de vacinacao robusta e tratamento antiviral usando
SMC, o que poderia reduzir o nimero de pessoas suscetiveis ao virus. Novamente, em [12]
usando a vacinagao como entrada de controle, um SMC adaptativo foi projetado para con-
trolar os modelos de epidemia SEIR. Em [13], ao forgar um limite nos niveis de infec¢ao,
uma taxa de incidéncia por partes, alcancada usando SMC, foi usada para controlar surtos
epidémicos. Uma abordagem semelhante foi apresentada em [14], mas o valor limite foi
forcado no nimero de individuos expostos. No contexto atual da pandemia de COVID-
19, o autor [15] utiliza o SMC para encontrar uma maneira eficaz de forma a atenuar a
propagacao da doenca, sintetizando o controle apropriado. O controlador é projetado de
forma que a populacao exposta ao virus se mantenha a limite preestabelecido, evitando
a propagacao em massa da doenca.

A presente dissertacao busca analisar a dinamica do surto de COVID-19 pro-

pondo um novo modelo denominado SIRDQ (Susceptible, Infected, Recovered, Dead and
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Quarantined) inspirados em [7] e [10], introduzindo algoritmos de controle por modos des-
lizantes (Sliding Mode Control — SMC), capazes de regular o niimero bésico de reprodugao
do virus Ry. Uma andlise de estabilidade é realizada, por meio da teoria de Lyapunov,
considerando incertezas paramétricas na modelagem e perturbagoes externas.

Os principais objetivos desta dissertacao sao:

e Analisar a dinamica do COVID-19, propondo um novo modelo matematico denomi-
nado SIRDQ, que considera a agao governamental u que for¢a o isolamento social,
por meio da quarentena, atenuando as consequéncias do surto, o nimero de infec-
tados, sequelas e 6bitos e, ao mesmo tempo contemplando o fenomeno de queda de

adesao a quarentena.

e Propor uma solugao para a propagagao da COVID-19, introduzindo estratégias de
controle baseadas em modos deslizantes (Sliding Mode Control — SMC), capazes de
regular o nimero bésico de reprodugao do virus Ry(t), uma vez que esta variavel

tem papel fundamental quanto ao potencial de uma epidemia.

Num primeiro momento foram analisados os dados dos infectados, recuperados
e mortos devido a COVID-19, emitidos pela Prefeitura da Cidade do Rio de Janeiro.
Também foram revisados os dados bibliogracos ja publicados até o presente momento, de
forma a fomentar as varidveis do sistema a serem controladas e identificar os limitantes
inferiores e superiores do modelo.

Apds isso, deseja-se alcancar em tempo finito a regulacao do sistema de controle em
malha fechada. A prova de estabilidade foi apresentada. Em seguida, realiza-se a imple-
mentacao do controle por modos deslizantes aplicados em diferentes cenarios, ilustrados
com simulagoes numéricas.

A dissertacao estd estruturada da seguinte forma:

No Capitulo 1 sao apresentados os conceitos basicos do controle por modos des-
lizantes e sistemas a estrutura variavel.

No Capitulo 2 ¢é apresentada a formulacao do modelo matematico SIRDQ assim
como sua andlise.

No Capitulo 3 ¢é abordado o projeto SMC para controlar o surto de COVID-19.
A anélise de estabilidade por meio da teoria de Lyapunov é demonstrada.

No Capitulo 4 apresenta-se os principais resultados numéricos com simulacgoes do

controlador por modos deslizantes.
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As conclusoes e sugestoes para trabalhos futuros desta pesquisa sao apresentados

na parte final desta dissertacao.
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1 SISTEMAS A ESTRUTURA VARIAVEL E MODOS DESLIZANTES

Nos ultimos anos, cada vez mais atencao tem sido dada a sistemas onde as acoes
de controle sao fungoes descontinuas em suas coordenadas e disturbios [16].

No projetos onde os sistemas apresentam controle descontinuo, as agoes geralmente
sao redutiveis a selecao de superficies no espaco para a fungao de controle ter desconti-
nuidades. Quando certas relagoes sao validas, um especial tipo de movimento, o chamado
modo deslizante, pode surgir [16]. Isto pode ser o caso, por exemplo, se nas proximidades
da superficie onde a funcao de controle tem descontinuidades, as trajetérias do estado sao

direcionadas para esta superficie Figura 4.

Superficie de
Descontinuidade

Figura 4 - Superficie de Descontinuidade

Uma vez na superficie de descontinuidade, o ponto descritivo nao pode se mover
ao longo de qualquer trajetéria adjacente a essa superficie durante qualquer periodo de
tempo, mesmo que curto ou finito. Na verdade, em resposta a qualquer mudanca, sempre
se inicia um movimento que retorna ao ponto descritivo para a superficie de descontinui-
dade; este movimento é convencionalmente referido como modo deslizante. Em sistemas
reais, é praticamente impossivel o modo deslizante ocorrer em superficies continuas, pois
todas as fungoes com controle chaveado tém imperfeicoes tais como retardamento, histere-
ses, etc., que fazem com que os deslizamentos ocorram em uma frequéncia finita e o ponto
descritivo oscile em uma certa vizinhanca finita da superficie de descontinuidade [16].

O potencial do Controle por Modos Deslizantes foi mais completamente revelado
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e usado na pesquisa de sistemas de estrutura variavel iniciada por S. V. Emelyanov no
Instituto de Ciéncias de Controle [16]. A teoria dos sistemas de estrutura variavel foi
moldada em um campo independente na teoria geral dos sistemas nao-lineares [16].

Projetar um controlador a estrutura variavel é selecionar os parametros para essas
estruturas (sistemas dinamicos) de forma a definir uma légica de chaveamento de forma
que as propriedades tteis de cada estrutura sejam preservadas e, em alguns casos, novos
efeitos sejam obtidos. Nos momentos em que as estruturas mudam, os lados direitos
das equagoes diferenciais que descrevem o movimento do sistema tém descontinuidades
em certas superficies no espaco de estado do sistema. Portanto, movimentos deslizantes
podem ocorrer também em sistemas a estrutura variavel. E precisamente a introducao
deliberada de um modo deslizante no sistema que € a ideia chave dos algoritmos de controle
nesta classe de sistemas. A seguir serd apresentado um exemplo simples do uso de modos
deslizantes [16].

O exemplo a seguir é um problema de estabilizacao em um sistema de controle

para uma planta invariante no tempo cujo movimento é descrito pela equacao

Ztl = T2
(1.1)

jfg = —QA9T9 — A1T1] + U

onde x1, x5 sao variaveis de estado; a;, as sao parametros constantes; u é o sinal de

controle. Considere o sinal de controle como uma funcgao linear por partes de xy:
u= -V (1.2)

e assumindo que existem duas estruturas lineares neste sistema que estao associadas aos
valores @ ou —« (o = constante) do coeficiente W. Seja o coeficiente as negativo em (1.1)
e o coeficiente « seja selecionado de forma que o sistema (1.1), (1.2) com ¥ = « possui
autovalores complexos e com W = —a possui autovalores reais. Os retratos de fase de
ambas as estruturas estdo representados na Figura 5(a) e Figura 5(b), onde cada uma
das estruturas é instavel. Verifica-se agora que a estabilidade assintotica pode resultar de

uma mudanca na estrutura. Altera-se a estrutura do sistema na reta

r1=0, s=cr1+22=0 (¢ >0, ¢ = constante) (1.3)
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onde o coeficiente ¢ sera selecionado de forma que a reta s = 0 fique entre o eixo x; e
a assintota das trajetdrias hiperbdlicas associadas a estrutura U = —a (Figura 5(b)). A

Figura 5(c) é um retrato de fase do sistema com a lei de controle a estrutura varidvel

acomx; s>0

U = , (1.4)
—acomxy; s<0

cujo retrato de fase mostra que o ponto de descricao invariavelmente alcanca a linha
reta de comutacao s = 0 de qualquer posicao inicial. Nas proximidades da linha reta,
as trajetorias de ambas as estruturas sao direcionadas para ela; portanto, o movimento
adicional prosseguird no modo de comutagao ou deslizamento ao longo da linha reta s = 0.
Para encontrar um tipo de equacao apropriada para a descricao do movimento em modo
deslizante, vamos usar o seguinte raciocinio heuristico. Visto que no modo deslizante
o ponto descritivo nao pode deixar nenhuma vizinhanca infinitesimal da linha reta de

comutacgao, o valor de cx; + x5 € igual a zero. Como x5 = 1, temos

i‘l +cry = 0. (15)

A equagao (1.5) é uma equacao diferencial de primeira ordem, que é considerada a equagao
deslizante. A solucao é estavel com ¢ > 0 e, consequentemente, o sistema a estrutura
varidvel (1.1) - (1.4) também é estdvel para condigoes iniciais arbitrarias. O que é impor-
tante é que a estabilidade resulta do uso de duas estruturas “instaveis” e da introducgao
deliberada de um modo deslizante no sistema.

O movimento em um modo deslizante é independente dos parametros da planta
e disturbios externos e o movimento depende dos fatores da equacao para o plano de
comutacao [16].

[lustremos essa ideia de projeto com o sistema (1.1) assumindo que os coeficientes
ay e ap variam no tempo e esses coeficientes nao podem ser medidos e apenas suas faixas
de variagao s@o conhecidas. Em seguida, os parametros o e ¢ em (1.3) e (1.4) devem ser
selecionados de modo que qualquer valor dos coeficientes a; e as resultem que a linha reta
de comutagao seja colocada como mostrado na Figura 5(b). Neste caso, as trajetérias
de fase e, consequentemente, o movimento além da linha de comutagao s = 0 dependem

de ai(t) e as(t), mas uma vez nesta linha o estado permanecera nela e o movimento
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posterior em modo deslizante é representado por (1.5). Como a solugao da equagao (1.5)
depende apenas do parametro ¢ que pode ser selecionado como desejado, o movimento de

deslizamento no sistema nao depende de mudangas nas propriedades da planta [16].

a3

(a) Trajetéria tipica no caso de autovalores ) Retrato de fase de um ponto de sela
complexos com parte real positiva - Foco
instavel

Lz

N
&%i‘ .

(¢) Retrato de fase da estrutura varidvel

Figura 5 - Sistemas Variantes no Tempo Assintoticamente Estaveis

1.1 Controle por Modos Deslizantes: Observacao e Regulacao em Tempo Finito

Na formulacao de qualquer problema de controle pratico, sempre havera uma dis-
crepancia entre a planta real e seu modelo matematico usado para o projeto do contro-
lador. Essas discrepancias (ou incompatibilidades) surgem de disturbios desconhecidos
externos, incertezas nos parametros da planta e dinamica nao modelada. Projetar leis

de controle que fornecam o desempenho desejado para o sistema de malha fechada na
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presenca desses disturbios/incertezas é uma tarefa muito desafiadora para um engenheiro
de controle. Isso levou a um grande interesse no desenvolvimento dos chamados métodos
de controle robusto que deveriam resolver este problema. Uma abordagem particular
para um projeto de controlador robusto é a chamada técnica de controle de modo desli-
zante [17].

O sistemas de controle por modos deslizantes, também chamados de sistemas de
controle a estrutura varidvel (variable structure control - VSC), neutralizam as incerte-
zas mantendo as restricoes na mudanca permanente, modo chamado de Sliding mode -

SM [18], [19], [20], [21]. Por exemplo, considere o sistema a ser estabilizado:

¥ = A(t,x,2) + B(t,z,%)u, x,u€ R,

|A(t,z, )| <1, B(t,x,%) €][1,2]. (1.6)

Qualquer linha no plano de fase x X & também tem o significado de uma equacao
diferencial. Assim, mantendo a trajetoria na linha 0 = & + 2 = 0 no SM ¢ = 0 estabiliza
assintoticamente o sistema [21]. O controle correspondente u = —(2 + |Z|) sign o é um
exemplo cléssico de SMC, representado pela Figura 6(a). Outra opgao é aplicar o controle

[£]2+a
T2+|x|

u= -2 Ele estabiliza x em tempo finito e é descontinuo apenas em x = & = 0

mantendo = = 0 no SM de segunda ordem, conforme ilustrado na Figura 6(b).

X RN

(a) SMC cléssico [18]. (b) SMC de segunda ordem [22].

Figura 6 - Controle por modos deslizantes: observacao e regulagao em tempo finito

Sendo assim, a incerteza foi completamente removida por um controle (des)continuo.

Ambos os controles utilizam estimativas de & para estabilizar x.
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1.1.1 Definicao de Filippov e Modo Deslizante

Considere uma equagao diferencial & = v(t,x), * € R™, onde v é localmente
essencialmente limitado (funcdo medida de Lebesgue). A solugdo segundo Filippov é

uma fungao localmente absolutamente continua z(t), que quase em toda parte satisfaz
€ Kp)(t,z), Kpv](t,z) = 6>(0LL NQO co v(t,0s(x)/N). Onde pr é a medida de
Lebesgue, Os(x) é a d-vizinhanca de x e ¢o(-) denota o contorno convexo.

Usualmente, v é continuo em quase toda parte. Entao, Kr [v] (t,z) é o feixe
convexo de todos os limites possiveis de v (¢, y), obtido como continuidade dos pontos (¢, y)
aproximados de (¢, z) [21]. A solucao de Filippov pode ser considerada como uma solugao
limite produzida por véarias regularizagoes de troca [23]. Todas as equagoes diferenciais
sao melhor compreendidas no sentido de Filippov.

Qualquer solucdo de Filippov que encontra a superficie/conjunto descontinuo de

uma equacao diferencial é dito estar SM. Se uma restricao o = 0 é mantida, a notacao

SM o = 0 é usada e ¢ é chamado de varidvel de deslizamento [18].

1.1.2 Grau Relativo

A nocgao de grau relativo [24] é estendida aos casos nao-autonomos adicionando a
equacao fiticia ¢ = 1. Prezando pela simplicidade, a seguir é considerado um sistema do

tipo SISO (Single-Input-Single-Output). Considere o sistema SISO
t=ua (t,x)+b (t,x)u, o=o0 (t,x), (1.7)

onde x € R", a,b e o sao fungodes suaves e u, o(t,z) € R. Se r é o grau relativo no ponto

(to, Ig), entao
o™ = h(t,x) + g(t, z)u (1.8)

mantém-se para algum h, g, onde a fungao g(¢,x) nao desaparece nas proximidades de
(to, o). A identificagdo do grau relativo é muitas vezes reduzida a encontrar a forma mais
curta de diferenciacao da regra da cadeia de o para u e nao requer o conhecimento exato

do modelo [21].
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1.1.3 Ordem do Modo Deslizante

Considere um SM ¢ = 0 em um sistema em malha fechada. Seja ¢ uma funcao
escalar continua. A ordem de deslizamento k£ é o menor valor de k tal que a k-ésima
derivada 0*) ndo é uma fungdo continua do estado e do tempo [25], [17]. O movimento

correspondente 0 = 0 é chamado de k-ésimo SM ou modo deslizante de ordem k.

1.1.4 Conexao com o Grau Relativo

Considere o sistema (1.7) com uma varidvel (escalar) de deslizamento o do grau
relativo . Entdo, o, 7,...,0" Y sdo funcdes continuas de t, z, i.e., a ordem de deslizamento
nunca é menor que r.

No caso de descontinuidade de controle, o grau relativo e a ordem de deslizamento,
o modo deslizante e a dinamica zero coincidem. Nesse caso, a funcdo u., = —h/g, en-
contrado de (1.8) e ¢ = 0 é tradicionalmente chamado de controle equivalente [18]. O
modo deslizante cldssico [20], [18], Figura 6(a), é também chamado de primeira ordem,

onde o = 0.

1.1.5 Atenuacao do Efeito de Chattering

O controle por modos deslizantes pode gerar vibracoes indesejadas do sistema,
chamadas de Chattering [26], que muitas vezes sao consideradas a principal desvantagem
deste tipo de controle. No entanto, substituindo a funcao sign ¢ por uma fungao “sig-
moide”, como o/(|o| +€), € > 0, em [20], produz um sistema sensivel as incertezas para e
finito e causa forte vibragao devido a pequenos ruidos de amostragem para e << 1 [27].

Outro método que atua na reducao do efeito de Chattering consiste na insergao de
vérios integradores no sinal de controle e suas derivadas [28], [17]. Suponha que o grau
relativo seja r. Entdo o controle descontinuo virtual u') é aplicado para estabilizar o (r+4-1)
- SM o = 0. Correspondentemente, u, 1,...,u" sdo formalmente incluidos no estado do
sistema [29]. Observe que a reducao deste efeito nao se deve simplesmente a continuidade
do controle obtido u(t), mas é devido a o, ,...,0" =1 gerem mantidos simultaneamente

r—1)

em zero, enquanto apenas o, @, ...,0¢ sao coordenadas fisicas da planta [27].
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1.1.6 Regulagao de Saida em Tempo Finito

Considere os sistemas (1.7), (1.8) de grau relativo r, assuma que
|h(t,z)] < C, 0<K, <g(tz)<Ky. (1.9)

Tal suposicao vale, pelo menos para qualquer regiao compacta operacional. Cada solucao
de (1.7) é assumida infinitamente extensivel no tempo, desde que o, suas derivadas
7,...,0 "1 e u permanecem limitados ao longo da solucéo.

Devido & incerteza de g, h, alguma realimentacio u=u(c), o = (o, &,...,0" V)
deve ser descontinua. Esse sinal de controle é chamado quase continuo, se for continuo a
cada o # 0.

O problema de regulacao consiste em fazer o erro de regulacao o = 0 com reali-

mentagao u(t), em tempo finito.

1.1.7  SMC Homogéneo

O sistema dinamico incerto, representado por (1.8), satisfaz a inclusao diferencial
concreta 0™ € [~C,C] + [K,,, KyJu. O controlador quase continuo r-SMC possui a

seguinte forma [30], [22]:

@ w
2 r

+ .+ Bolo]
+ ot Bolo|7

u=—a¥,.(0) =—« -
1

w > 0. 1.10
’O(rfl)’ + ﬁr_Qlo—(er) ( )

w
2

01T + B0
|

De acordo com a referencia [21], para qualquer w > 0, existe [o,...,0,—2 > 0 tal que
o controlador (1.10) estabiliza ¢ em tempo finito para qualquer o > 0 suficientemente
grande apenas dependendo de K,,, K, C.

As fungdes W,(0) sdo invariantes com respeito a transformacdo o s k" "'o(®,
i=0,1,....,7— 1,k > 0. Esses controladores sao chamados de r-SM homogéneos [31], [17].

Obviamente, |V,.(0)| <1, i.e., |u| < a. Na equagao (1.11) estao os controladores vélidos
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parar =1,2,3,4,5, w =1

.72
r=1: u=—asigno; r=2: u=— —Lﬂ —l—a;
6% + o]
r=3: u=—a— - Ms +U; r==4: u:_ataj.f M +'4L01 +0;
61 +2[6* + o] 54 + 262 + 255 + o]

|on

_a|_0(4)'|5_‘_6|--(-7-—|%_|_5|_5‘|§_{_3|-6-|4+J

: (1.11)
o 46517 + 5151 + 3[6]* + o

1.1.8 Diferenciacao e Filtragem

Seja Lip, (L) o conjunto de todas as fungées R, — R, no qual a n-ésima derivada
tem a constante de Lipschitz L > 0. Assumindo que o sinal de interesse f(t), dado por
f(t) = fo(t)+n(t), consiste em uma perturbacao mensuravel de Lebesgue 7(t) e um sinal
bésico desconhecido fo(t), fo € Lip,(L). A perturbagao n é limitada, |n| < &¢. O nimero
gg > 0 é desconhecido.

O problema ¢ estimar as derivadas féi) (t),i=0,1,...,n, em tempo real por saidas
2i(t) de diferenciadores. Essa estimativa deve ser exata na auséncia de perturbagdes apds
algum transiente em tempo finito. As precisoes de estado estaciondrio sup |z; — fo(i)\

devem continuamente depender de &.

1.1.9 Diferenciacao Assintoticamente Otima

Qualquer diferenciador exato nos sinais de entrada fy, f € Lip, (L) tem o pior caso
. i i n+l—1
de precisdo de estado estavel sup |z — fol?| = 201 K, Lntte,"™ para algum fy, f e

|f(t) — fo(t)] < eo [32]. Aqui K,,; € [1,7/2] sdo as constantes de Kolmogorov [33], por
exemplo K = V2.

Um diferenciador é denominado assintoticamente ideal [32], [34] se por u; > 0 a
precisdo de estado estaciondrio sup |z; — fo(i)] < ,uiLﬁﬁ 60% detém para qualquer sinal
fo € Lip,(L) e qualquer perturbacao n, |n(t)| < ep, i =0,1,...,n.

Introduzindo o nidmero 7y > 0 que também ¢é chamado de filtro diferenciador de
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ordem. O diferenciador de filtragem [34], [35] tem a forma

- 1 niny
Wy = =gy, L [y [ wy, -
~ S _n+t2
wnffl — _)\n+2Ln+nf+1 Lwl—l n+nf+1 + wnf7
~ nf nt1l
Wpp = =X L0 [w [ 42 — f(1), (1.12)
~ Ml _n
Z'O — _)\nLn+nf+1 Lwl—‘ ntnp+1 + 217 .
~ n+nf 1
Zpo1 = =M L w ] 4 2
i = —AoL sign(wy). (1.13)
No caso de nf = 0 o primeiro n; da equacao (1.12) desaparece e wy = zy — f(t) é

formalmente substituido por w; produzindo o conhecido diferenciador de Levant [25]. No
caso de n = 0 apenas a equagao para zy permanece na parte inferior da equacao (1.13).

Os parametros \; sao facilmente encontrados usando os parametros Ao, ..., A\p, p =

59/

n + ny, da forma recursiva do diferenciador [32], [25]: Ao = Ao, 5\p =X\ € 5\j = NN

j=p—1,p—2..,1. Uma sequéncia infinita de parametros A ={Ag, A1, ...} pode ser
construida [25], fornecendo os coeficientes ); de (1.12), (1.13) para todo n, ny > 0.
Em particular, A ={1,1;1,5;2;3;5;7;10;12, ...} é suficiente para n +ny < 7 [32]. Os
parametros correspondentes \; sao listados na Tabela 1.

Para resumir, denote (1.12), (1.13), por
W= Qun, (W, 20— f,L), 2= Dppn,;(wi,2 L), (1.14)

com a erro de rastreamento zo(t) — f(t) destacado como um argumento separado. Es-

0] 1,1

I 1,1 15

2 [ 1,1 | 2,12 2

31 1,1 3,06 | 4,16 3

41,1 457 | 9,30 | 10,03 5

5| 1,1 | 6,75 | 20,26 | 32,24 | 23,72 7

6 | 1,1 | 9,91 | 43,65 | 101,96 | 110,08 | 47,69 10

7| 1,1 | 14,13 | 88,78 | 295,74 | 455,40 | 281,37 | 84,14 | 12

Tabela 1 - Parametros Ao, :\1,...,5\n+nf do diferenciador (1.12), (1.13) paran+n;=0,1,...,7

tendendo as condigbes acima na entrada, deixando a perturbagao ter a forma n(t) =

no(t) + m(t)+...4+n,5(t), onde cada n;, k = 0,...,nf, é um sinal de Lebesgue mensuravel
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localmente integravel. Para cada k existe uma solugao & (t) uniformemente limitada da
equacdo £®) = ny, |£(t)| < e. Apesar de 1, ..., 7,y serem possivelmente ilimitados, eles
podem ser descritos como sendo pequenos em média.

O diferenciador no tempo finito fornece a precisao

|Zz(t) - fO(Z)(t” < lj’innJrl_ia 1= 07 1a ey 10,

@>1/n+1

7 7 <€Lf)1/(n+"f+1) (1.15)

p = max [( 7

P

para algum p; > 0 apenas depende dos pardmetros A,..., Apn ; [35].

Levando ny,...,n,y = 0, obtém-se que o diferenciador (1.12), (1.13) é assintotica-
mente ideal. Além disso, também ¢é aplicavel no caso em que a componente de perturbacao
M, € relativamente pequena em qualquer intervalo de tempo finito nao excedendo algum

T}, > 0 em seu comprimento [35]. A dinamica do erro do diferenciador é homogénea [35].

1.1.10 SMC Homogéneo de Realimentacao de Saida

O problema SMC declarado da estabilizacao exata de tempo finito de o ¢ resolvido

pela realimentacgao de saida SMC

w = Qrfl,nf(wa 20 — 0O, L)a
zZ= Dr—l,nf(wlazaL)a

u=—a¥(z),L>C+ Ky« (1.16)

para qualquer ordem de filtragem ny > 0. A prova é trivial, desde que o € Lip,_1(L).
Considere que a variavel deslizante é amostrada com a mesma perturbagao n(t) =
no(t) + m(t)+...4+n,s(t) como acima. Entao para qualquer o > 0 suficientemente grande,

o controle (1.16) em tempo finito é preciso

6| < fp ™, i=0,1,..,r— 1,

8_(])1/7‘

Enf\1/(r4ny) 1.17
LNNCIS (117)

L

p =max |( e

para algum fi; > 0 apenas dependendo dos parametros 5\0,...,5\n+nf, L, a, C, K,,, Ky.

Observe que o limite L pode ser muito dificil (50-100 vezes maior do que o ne-
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cessario) e o conhecimento de C, K,,, Ky ndo é realmente exigido, pois o parametro de

controle o geralmente é encontrado por simulagao.

1.1.11 Discretizacao

Na realidade, o sistema evolui de forma continua no tempo, enquanto a amostra-
gem e a injecao de controle sao realizados em tempo discreto. Correspondentemente,
a dinamica do diferenciador é substituida com alguma integracao numérica da equacao
(1.14).

Considere a entrada amostrada nos instantes tg, t,...,txy — 00, Tpx = tp11 — tp > 0,
e < T.

Discretizagao do controle de realimentagao de saida (1.16) é feito pelo método
de Euler de uma etapa com u e z mantidos constantes ao longo de cada intervalo de
amostragem. Nesse caso, a precisdo de (1.17) é mantida para p = max [(¢/L)"/", 7] com
coeficiente fi; possivelmente alterado, fornecendo n;(t)+...4n,¢(t) = 0, ou seja, apenas 1y
esta presente [36]. A férmula geral ¢ mais complicada e é omitida aqui [35].

A discretizagao autéonoma do diferenciador (1.14) assume a forma [35]

W(tks1) = w(te) + Doy (W(Ek), 20(tk) — f(tr), L) T,
Z(thrl) = Z(tk> + Dn,nf (wl(tk), Z(tk), L)Tk —+ HH(Z(tk), Tk),

Hn(z<tk)77_k) = (Hn,Oa ceey Hn,n)Ta Hn,n—l = Hn,n = 07

1 ‘
Hn,z‘ = gzi+2(tk)7'k2+...+ (tk)Tkn_Z, = 0,1,...,%—2. (118)

(n—iy "

Os termos H,, do tipo Taylor sao necessarios apenas para melhorar a precisao em relagao
a 7 na presenca de ruidos muito pequenos [37]. A equagao (1.15) permanece verdadeira
quando apenas a perturbacio 7, estd presente e p = max [(¢/L)"/"*! 7]. A férmula geral

é mais complicada [35].
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1.1.12 Exemplos Numéricos

e Diferenciagao Numérica

Considere os seguintes sinais

f(t) = fo(t) +n(),
fo(t) = 0, 5sent + 0, 8cos(0, 8t), (1.19)

onde 7(t) é uma perturbagao desconhecida. Considere o intervalo de amostragem
constante, 7, = 7. O diferenciador de filtragem (1.18) de ordem n = 5 e ordem de
filtragem ny = 2 é aplicado com L =1, 7 = 107*, 2(0) = 0 e w(0) = 0. Obviamente,

1£6®] < L. Os coeficientes foram retirados da Tabela 1.

O desempenho do diferenciador para n = 0 é demonstrado na Figura 7(a). Con-
sidere Y52 = (|wil, [wal, |20 = fol,-r]25 — fo®]). A precisio de diferenciacio para
t € [10,20] é fornecida pela desigualdade |[X]52 < (3,0-10723; 2,4-107%9; 1,3-10715;
1,4-107'2;,1,2-107% 5,1-1077; 1,1-107% 0,012). Esta precisao é praticamente a
melhor que pode ser obtida na presenca de erros de arredondamento digital devido

ao formato de nimero padrao de dupla precisao [32].

Considere n(t) = 3 cos(10000 t) - 6 sin(20000 t) - 4 cos(70000 t) + ne(t), na
€ N(0,0,1%), onde ng(t) é um sinal Gaussiano com o desvio padrao 0,1. O desem-
penho correspondente do mesmo diferenciador aparece na Figura 7(b). A precisao

é|S|s2 < (1,2-1075 1,8-1073; 0,015; 0,14; 0,60; 1,4: 1,9; 1,1).

(a) Diferencia¢ao sem ruido. (b) Diferenciagdo com ruido.

Figura 7 - Desempenho do diferenciador (1.18) com n =5,ny =2, L = 1 para 7 = 10~ >
e entrada (1.19): apenas estimativas de fy, fo, fo séo mostradas
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e Controle de um Carro

Considere um modelo cinemético simples do tipo “bicicleta” [38]

vV .
T =Vcos(p), ¢=Vsen(y), ¢= Ztan 0, 60=u, (1.20)

onde z e y sao as coordenadas cartesianas do ponto médio do eixo traseiro (Figura
8(a)), A = 5m é a distancia entre os dois eixos, ¢ é o angulo de orientagao, V =
10m/s é a velocidade longitudinal constante, § é o angulo de diregdo (ou seja, a

entrada real) e u = 6 é o controle.

O objetivo é se mover ao longo da trajetéria (z(t),y(t)) = (z(t)),g(t)) enquanto
que g(t), y(t) sdo amostrados em tempo real. Correspondentemente, introduzimos
a varidvel deslizante o = y(t) — g(t) amostrada com o intervalo de tempo 7 e

perturbacao 7n(t). Considere g(t) = 10sen(0, 05z(t)) + 5.

Obviamente, &, y contém ¢, ¢ que contém 6 e 0 = u. Assim, o grau relativo é
3. Assim, podemos aplicar o controlador 3-SM padrao (1.11), (1.16) para r = 3,
ny =2, L =50, « =0,5. Os parametros a e L sao encontrados por simulagao. O
diferenciador de segunda ordem comeca em t = 0; o controle é aplicado de t =0 a
t = 40. A integracao é realizada pelo método de Euler com o intervalo de tempo
10-3s.

Considere primeiro o caso das medidas exatas, n = 0, 7 = 1075s. O desempenho
correspondente é mostrado na Figura 8(a), Figura 8(b), Figura 8(c) e Figura 8(d).
A precisao do SM o] < 1,1-107%m, |6] < 1,3-10°m/s, |5 < 0,002m/s* é

mantida.



(a) Modelo do Carro.
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(¢) Angulo de Rotacdo.
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(b) Trajetoria.

(d) Controle.

Figura 8 - Desempenho do controle do carro 3-SM (1.16) para r = 3, ny = 2, L = 50,
a = 0,5 e passo de integragao/amostragem 7 = 107°

Agora introduz-se a perturbacao n(t) = 2cos(10000t)+ ng(t), ng € N(0,0,5?),

ilustrada na Figura 9(c). O desempenho correspondente é mostrado na Figura

9(a), Figura 9(b), Figura 9(c) e Figura 9(d). A precisao do SM |o| < 0,041m,

lo] < 0,67m/s, |6] < 5,2m/s* é mantida para o passo de amonstragem 7 = 1075,

vide Figura 9(a). A precis@o se deteriora para passo de amostragem 7 = 0,01s a

lo] < 2,8m, || < 2,7m/s e |6| < 6,m/s?, de acordo com Figura 9(b) e Figura

9(d). O desempenho ainda é bastante aceitavel.
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(b) Trajetéria para 7 = 1072.
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Angulo de Rotacdo para 7 = 1072,

Figura 9 - Desempenho do controle do carro 3-SM (1.16) para r = 3, ny = 2, L = 50,
a = 0,5, passo de amostragem: 7 = 107°s e 7 = 0,01s e angulo de rotacao 6 para

7=0,01s.



32

2 FORMULACAO DO PROBLEMA

Um passo decisivo na modelagem e andlise dinamica das epidemias foi a introdugao
da abordagem compartimental Susceptible, Infectious and Removed (SIR). Segundo os
proprios autores [7], a dinamica epidemioldgica pode ser explicada da seguinte forma:
uma ou mais pessoas Infectadas sao introduzidas em uma comunidade de individuos,
mais ou menos Suscetiveis a doenca em questdao. A doenca se espalha de afetado para
nao afetado por meio do contato. Cada pessoa infectada percorre o curso da doenca e,
finalmente, é Removida do niimero dos enfermos, por recuperagao ou por falecimento.

O modelo SIR cléssico, como apresentado em [7], limita-se ao caso em que to-
dos os membros da comunidade sao inicialmente igualmente suscetiveis a doenca em um
cenario onde apenas a chamada imunizacao de rebanho é cabivel. Em outras palavras,
todos os membros da comunidade podem ser contaminados e nao sao consideradas in-
tervengoes com o intuito de atenuar as consequéncias do surto epidemiolégico como, por
exemplo, administragao de medicamentos que diminuam o niimero de mortes dos acome-
tidos, vacinacao que confira imunidade a populagao ou isolamento social que garanta a
nao-disseminacao do agente causador da doenca.

Do ponto de vista matematico, o modelo SIR é um sistema dindmico nao-linear de

primeira ordem dado por,

S(t) = —SWI(), (2.1)
i(t) = %S(t)[(t) — (), (2.2)
R(t) = X (1), (2.3)

nas quais a varidvel ¢ € RT representa o instante de tempo, S(t) € R, I(t) € R e
R(t) € R sao variaveis de estado representando, respectivamente, os nimeros de pessoas
Suscetiveis, Infectadas e Removidas, a > 0 a taxa constante de propagacao da doenga,
A > 0 a taxa constante com a qual os individuos passam de infectados para removidos do
quadro epidemico e N o niimero total de individuos.

Apesar da vasta utilizagdo do modelo SIR (2.1)—(2.3), do ponto de vista de enge-
nharia seu emprego ¢ limitado a andlise e predi¢ao do comportamento epidemiolégico uma

vez que intervengoes como vacinas e isolamento social, medidas que diminuem o contagio



33

e encurtam a duragao do surto, nao sao contempladas. Mesmo assim, nao é dificil encon-
trar na literatura contribuicoes que se afastam da realidade ao assumirem uma pequena

alteragdo em (2.1)—(2.3) por meio da troca de « por
at) = ap — u(t), (2.4)

onde a contante ap > 0 e u(t) € [0,1] representa o sinal de controle, no contexto, a
acao governamental (nivel de isolamento social ou de vacinacao da populac¢ao). Por mais
simples e tentadora que pareca tal mudanca, ha uma contradicao nesta abordagem que
torna os resultados questionaveis. Mais precisamente, o comportamento do niimero basico
de reproducao Ry.

O nimero bésico de reprodugao (Rp), também chamado de razao ou taxa de re-
producao bésica ou taxa reprodutiva basica, ¢ uma métrica epidemioldgica usada para
descrever a contagiosidade ou transmissibilidade de agentes infecciosos [39]. Interpretado
como o numero esperado de infeccoes secundérias decorrentes de um tnico individuo du-
rante todo o seu periodo infeccioso [40], é definido matematicamente como a taxa de
variacao instantanea de casos com rela¢ao aos removidos [41], i.e.,

d(I(t) + R(t)) I(t)+ R(t)

Por exemplo, para (2.1)—(2.3) tem-se o nimero bésico de reprodugao dado por

Ro(t) = S22 (2.6)

Desta forma, é possivel reescrever (2.1)—(2.3) como

S(t) = —=ARo(t)I(1), (2.7)
I(t) = ARo(t)I(t) — M (t), (2.8)
R(t) = M (t). (2.9)

Note que se a considerado variante, como em (2.4),

(a0 — u(®)) S(t)

Ro(t) = 3 N

(2.10)
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Portanto, assumir (2.4) e ao mesmo tempo considerar o nimero basico de reprodugao
(Ro(t)) como uma constante é de fato um equivoco do ponto de vista de controle tanto
quanto do ponto de vista da identificacao e predicoes a partir do modelo SIR. Perpassando
essa discussao, assumindo que de fato a taxa de contaminagao possa ser considerada como
(2.4), depara-se com outro problema, a falta de memodria da varidvel Ry(t). A hipétese
de (2.4) esta atrelada com possibilidade de Ry(t) variar infinitesimalmente de seu valor
méximo (max{Ry(t)} = 52) ao minimo (min{Ry(t)} = 0), de maneira reciproca, o que de
fato é algo inviavel.

Motivado por tais limitagdes, e inspirado pelas contribui¢oes de [7] e [10], neste
trabalho é proposto um novo modelo compartimental denominado Susceptible, Infected,

Recovered, Dead and Quarantined (SIRDQ), no qual

S(t) = — SO + %S(t)@(t) —uS(1), (2.11)
i(t) = %S(t)](t) —MI(t) — NI(t), (2.12)
R(t) = MI(1), (2.13)
D(t) = X (1), (2.14)
Q@y_—%S®QayHﬁ@% (2.15)

nas quais S(t) € R, I(t) € R, R(t) € R, D(t) € R e Q(t) € RN sado varidveis de estado que
representam, respectivamente, os nimeros de pessoas Suscetiveis, Infectadas, Recupera-
das, Mortas e em Quarentena, u € [0, 1] consiste na agao governamental ndo-farmacéutica,
nivel de isolamento social, enquanto a > 0 é a taxa constante de propagagao da doenca,
£ > 0 é a taxa constante com a qual pessoas abandonam a quarentena, A\; > 0 a taxa
constante com a qual os individuos passam de infectados para recuperados, Ay > 0 a taxa

constante com a qual os individuos passam de infectados para mortos e

N=25(t)+1I(t)+ R(t)+ D(t) + Q) (2.16)

representa o nimero total de individuos.
Note que (2.11)-(2.15) permite que se leve em conta aspectos importantes deixados
de lado na modelagem SIR. O modelo SIRDQ considera a acao governamental u que

forca o isolamento social, por meio da quarentena, atenuando as consequéncias do surto,
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infectados, sequelas e 6bitos. Ao mesmo tempo, tal modelagem contempla o fenomeno
de queda de adesao a quarentena por meio do termo nao-linear %S ()Q(t). Em cendrios
onde agoes farmacoldgicas nao estao disponiveis ou ainda em fase de teste, a nao adesao
a quarentena tem efeito direto no prolongamento do surto e queda da economia.
Finalmente, de acordo com [41], o nimero bésico de reprodugao Ry(t) do modelo

SIRDQ é definido por

(2.18)

2.1 Objetivo de Controle

O potencial de uma epidemia é baseado na magnitude do valor de Ry(t). Espera-se
que um surto continue se Ry(t) > 1 e termine se Ry(t) < 1. Entao, com a intengao de frear
o surto epidemiolégico, o objetivo de controle é definido como a regulagao Ro(t) em um

valor de referéncia RE! €]0,1[. Ou seja, procura-se projetar u tal que o erro de regulagao

Ro(t) := Ro(t) — RE*, (2.19)

com dinamica

n 5S]$) Q]\f) ~ usjif) , (2.20)

s S(t) I(1)
Bo) == |7~ ~

seja levado para zero. Para alcancar este objetivo, no préoximo capitulo duas estratégias
de controle baseadas em modos deslizantes serao apresentadas.

Ao longo deste trabalho, as seguintes hipéteses sao consideradas:

(H1) Durante os primeiros estdgios de uma epidemia, em uma grande populacdo, o
nimero de pessoas suscetiveis pode ser considerado constante, ja que qualquer al-

teragdo é pequena em comparagao ao numero total de individuos N [7].



(H2)

(H3)
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Para efeito de anélise, utiliza-se a hipGtese para simplificacao da dinamica de R (1)
dada por (2.20). O argumento de que a populacao é grande o suficiente para que
o numero de individuos suscetiveis seja considerado constante durante o periodo
inicial da epidemia (S(t)/N =~ 1) aliado a rapida resposta dos controladores por
modos deslizantes, com a justificativa de que estes sao empregados desde o inicio do

surto, permite que se reescreva (2.20) como

2o« I(t)
Rolt) = Mt | ON

+ 85—l (2.21)

Os parametros «, 3, A\; e Ag em (2.11)-(2.15) sao incertos, no entanto seus limitantes

positivos sao conhecidos, de tal forma que:

a<a<a, B<B<B, (2.22)

AI <A < Xl (¢ A2 <A< XQ . (223)

A variavel Ry(t) em (2.17) é uma saida da planta (2.11)—(2.15), 4. e., esta disponivel

para realimentacao.

Note que é plausivel a hipdtese uma vez que, na pratica, dados sao divulgados e
agoes governamentais sao tomadas com intervalo de amostragem h = 1 [dia] [42].
Dessa forma, o nimero bésico de reproducao em (2.17) pode ser extraido diaria-

mente a partir dos dados através de uma equagao a diferencas recursiva dada por

Aoy 1O = 1(t = 1) + R(t) — R(t — 1) + D(t) — D(t — 1)
o(t) := R(t)— R(t—1)+ D(t) — D(t — 1) ’

(2.24)

onde t € N representa o dia em questao.
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3 CONTROLE POR MODOS DESLIZANTES PARA O CONTROLE
EPIDEMIOLOGICO DA COVID-19

A teoria de controle por modos deslizantes é considerada uma das principais es-
tratégias para lidar com sistemas incertos. O modo deslizante classico, também chamado
de primeira ordem, é capaz de levar a saida de um dado sistema dinamico para zero em
tempo finito e manté-la nesta situacao de maneira precisa e robusta através de um sinal
de controle por chaveamento em alta frequéncia [18]. Tal chaveamento por vezes é um

fenomeno nao-desejado e é de costume a utilizacao de um filtro passa-baixas gy, = u,

1
T+1
filtrando u, no projeto para que se alcance uma boa estimativa do controle equivalente.
O controle equivalente seria um sinal continuo que representaria o minimo do esforgo de
controle capaz de manter o modo deslizante mas que, no entanto, so existe teoricamente.

Para um projeto de controle por modos deslizantes, a primeira etapa é definir uma
superficie deslizante que caracterizaria a dinamica desejada a ser alcancada. A segunda
etapa é o projeto de leis de controle que essencialmente levaria o sistema a alcancar e
permanecer na dinamica desejada (superficie deslizante). Uma vez que o sistema atinge

a superficie deslizante, diz-se que estd em modo deslizante, no qual o sistema teria pro-

priedade de robustez [15]. Portanto, para esta dissertagao foi definido que:

3.1 Lei de Controle

A lei de controle a estrutura varidvel

a+B+0d, se Ry(t)>0
w= olt) , (3.1)

—a+p—-06, se Ry(t)<0

onde 0 > 0 ¢ uma constante suficientemente pequena que satisfaz § + @ < 3, ¢ utilizada
com a finalidade de assegurar que a superficie de deslizamento Ry(t) = 0 é alcancada em

tempo finito.

3.2 Andlise de Estabilidade

Teorema Considere o sistema epidemioldgico SIRDQ (2.11)-(2.15) com dinamica

do niimero bésico de reproducio R(t) dada por (2.18), erro de regulacio Ry(t) em (2.19),
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e lei de controle u em (3.1). Se todas as hipdteses (H1)—(H3) sao satisfeitas, entao a

superficie de deslizamento Ry(t) = 0 ¢é alcancada em tempo finito.

Prova Considere a seguinte funcao de energia
V= R1),

cuja derivada temporal é dada por

Se Ro(t) > 0, substituindo (3.1), a equacio (3.4) torna-se

: 2 a Ity et _ <
= 2|Ry(t — —a—p3-0
V=2l e 4002 a7
De (2.16) pode-se concluir que % <le % < 1. Portanto,
V < 2| Ro(t)~———— [a+ B —a— B — 0]
N+ '

Aplicando-se os majorantes (2.22) em (3.6), chega-se a

ad

V< -2
AL+ Ao

|[Ro(1)].
Se Ry(t) < 0, substituindo (3.1), a equacéo (3.4) torna-se

V= —2[Ry(t)]

o [ I e
A1+ Ay N N

Aplicando-se os majorantes (2.22) em (3.8), chega-se a

ad
A+ A

V< -2 1Ro(t)).

+a—p+4|.

(3.6)

(3.7)

(3.9)

Logo é facil verificar que (3.9) também é satisfeita, ou seja, a desigualdade (3.9) é satisfeita
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VRy(t) € R — {0}. Note que, com (3.2), é possivel que se reescreva a desigualdade (3.9)
como
Vo0 yy
AL+ Ao

as
< -2 vV 3.10
N (3.10)

Definindo-se a variavel auxiliar V' := +/V verifica-se que esta satisfaz a equacao diferencial

‘7_1

=3 e, portanto,

N

V=2VVV. (3.11)

Entao, ao substituir (3.11) no lado esquerdo da desigualdade (3.10), chega-se a

< ad

V< — .
A+ A

(3.12)

Invocando o Lema da Comparagao [43, p. 102], um limite superior V para Vé assegurado
pela solucao do sistema dinamico

ad

Ve_——"2
A A

(3.13)

desde que a condiciio inicial seja escolhida como V (0) = V(0) = |Ry(0)]. A solucéo desta

equacao diferencial é

- - @
V(t)=V(0) —
=70 -7
~ )
= [Ro(0)| — ¢, 3.14
R0~ 5 (3.14)

%{JRO(O)' tal que V(t;) = 0. Ja que

Entao, existe um instante de tempo finito ¢ty =
V(t) > V(t) = |Ro(t)|, pode-se afirmar que existe um tempo finito ¢, € [0,%,] tal que o

modo deslizante ocorre e a superficie de deslizamento Ry(t) = 0 é alcancada.



40

4 RESULTADOS DE SIMULACOES

Neste capitulo serao apresentados os resultados de simulagao obtidos para o sistema
em malha fechada constituido pela planta (2.11)-(2.15), saida Ry(t) em (2.17) e a lei
de controle (3.1). As constantes do modelo sdo a = 0,5464, § = 0,4417, \; = 0,1
e Ay = 0,032, o valor de referéncia ¢ RF' = 0,5, e as constantes do controlador sio
a=0,1,a =06 5 =008, B =0,5ed = 0,002, esses parametros sao definidos
em [44], onde o autor utiliza fontes como o Ministério da Satide e OMS para a estimativa.
Com intuito de se aproximar da realidade, escolheu-se a populacao da cidade do Rio de
Janeiro como exemplo e, dessa forma, N = 6718903 individuos segundo o ultimo senso
do IBGE e baseando-se em dados fornecidos pela Prefeitura da Cidade, as condicoes
inicias sao I(0) = 4, R(0) = 0, D(0) = 0, Q(0) = 0, logo, S(0) = N — I(0) — R(0) =
0— D(0) — Q(0) = 6718899 individuos.

Embora a abordagem pareca se afastar da realidade devido ao chaveamento em
alta frequéncia do nivel de isolamento u, é possivel encontrar um sinal continuo que se
aproxima do controle equivalente u.,(t) usando o controle equivalente estendido [16]. De
acordo com essa teoria, uma aproximacao u,v(t) para u.,(t) é obtida filtrando-se o sinal

u. Neste contexto, a dinamica do u,,(t) é dada por
Ty (t) = —Ugy(t) + u, (4.1)

onde 7 é uma constante. Quanto menor o valor de 7, mais u4,(t) se aproxima de wu.,(?).

Note que se 7 = 0, ug,(t) = u.
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Figura 12 - Numero bésico de reprodugao Ry(t)
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Figura 16 - Acumulado de individuos mortos D(t)
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Figura 17 - Individuos em regime de quarentena Q(t)

Na Figura 10 a Figura 17 é demonstrado o comportamento do sistema em malha
fechada para diversos valores de 7. Quanto menor o 7 mais rapido o objetivo de controle
¢ alcancado, ver Figura 11. Supondo que deseje-se manter o Ry proximo igual a 0,5
(Figura 12), todas as estratégias irdo convergir para um isolamento de aproximadamente
40%, Figura 10. No entanto, a Figura 14 e Figura 16 deixam claro que para se evitar um
nimero alto de infectados e mortos é imprescindivel, no inicio da epidemia, a adesao de
um alto nivel de isolamento social. O nimero béasico reprodugdo Ry(t) esta diretamente
relacionado com a quantidade de individuos suscetiveis S(t), ver equagoes (2.6), (2.10)
e (2.17), portanto, para que haja uma redugao no nivel de transmissao da doenca, é

necessario que uma grande parte da populagao se mantenha em quarentena, ver Figura

13 e Figura 17.
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A Figura 18 a Figura 25 mostram os resultados de simulagao obtidos para o sis-
tema em malha fechada quando a lei de controle é (4.1) e quando o sinal Ry(t) nao esta
disponivel e para a construcdo do erro de regulacao utiliza-se Ro(t) em (2.24), ou seja,
o erro de regulacio torna-se Ro(t) = Ry(t) — R¥. O erro de regulacio alcanca uma vi-
zinhanca da origem, Figura 19 e Figura 20, no entanto a falta de informacoes precisas
agrava significativamente o quadro epidemioldgico com aumento do nimero de infectados

e mortos, ver Figura 22 e Figura 24.
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Figura 18 - Sinal de controle u
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Figura 19 - Variavel de deslizamento Ry(t) (erro de regulacio)



I(t)

50 100
Tempo [dias]
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Um dos problemas mais importantes em epidemiologia é verificar se a interrupcao
do surto ocorre apenas quando nenhum individuo suscetivel é deixado, ou se a interacao
dos varios fatores de infecciosidade, recuperagao e mortalidade, pode resultar na inter-
rupcao, enquanto muitos individuos suscetiveis ainda estao presentes na populagao nao
afetada. As chances de recuperacao ou morte variam de um dia para o outro durante o
curso de sua doenca. As chances de o afetado transmitir infeccao ao nao afetado também
dependem do estagio da doenga. A medida que a epidemia se espalha, o nimero de mem-
bros nao afetados da comunidade diminui. Como o curso de uma epidemia é curto em
comparacao com a vida de um individuo, a populagao pode ser considerada como perma-
necendo constante, exceto na medida em que é modificada por mortes devido a proépria

doenca epidémica. Com o passar do tempo, a epidemia pode chegar ao fim.
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CONCLUSAO

Epidemias de doengas infecciosas como a COVID-19 tém sido recorrentes ao longo
da histéria e podem causar grandes problemas para a populagao afetada, como saturacao
da rede hospitalar, crise economica, etc. Nesse contexto, os modelos mateméaticos podem
ser ferramentas valiosas, pois sao capazes de fornecer estimativas para possiveis cenarios
de propagacao da doenca, ajudando a delimitar casos limitrofes e situagoes intermediarias
que sejam plausiveis. Além disso, modelos dinamicos combinados com técnicas de controle
moderno permitem elaborar estratégias otimizadas para introdugao e relaxamento das
medidas de mitigacao da epidemia. Informagoes como essas sao essenciais para ajudar
as autoridades a tomar decisoes sobre a alocagao de recursos limitados quando de uma
epidemia.

Do ponto de vista de controle, este é um problema desafiador, uma vez que o
processo € representado por um modelo nao-linear, com parametros incertos ou mesmo
variantes no tempo em alguns casos da literatura. Além disso, depara-se com a complexi-
dade da variavel Ry que pode variar de acordo com a dinamica social de uma populacao,
ou seja, ela nao captura o status atual de uma epidemia e pode aumentar e diminuir
quando o nimero de casos é baixo [45].

Este trabalho propos um novo modelo matematico SIRD(Q que considerou a acao
governamental por meio da quarentena de modo a diminuir o nimero de infectados e
6bitos. Além disso, leis de controle por modos deslizantes foram propostas, garantindo
a regulacao do ntmero basico de reproducao Ry em valores menores que a unidade de
modo a levar matematicamente a extincao da epidemia. Os resultados de simulacao
ilustram que as estratégias de controle utilizadas se mostraram potencialmente eficientes
no processo de regulacdo do Ry e, por consequéncia, resultando em melhores (menores)

niveis de isolamento a serem adotados pela populacao.
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Apeéendice

Principio da Comparacao
Lema 3.4 (Lema da Comparacao) [43] Considere a equagao diferencial escalar

uw= f(t,u), u(ty) = uo, (4.2)

onde f(t,u) é continua em ¢ e localmente Lipschitz em w, para todo t > 0 e todo u €
J C R. Considere [ty,T) (T pode ser infinito) como o intervalo maximo de existéncia da
solucdo u(t) e suponha que u(t) € J para todo t € [tg,T). Seja v(t) uma fungao continua

cuja derivada superior direita DT v(t) satisfaz a desigualdade diferencial
DFo(t) < f(t,v(t), v(to)o, (4.3)

com v(t) € J para todo t € [ty, T'). Entao, v(t) < u(t) para todo t € [ty,T).
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