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RESUMO

FERREIRA, Denis César. Otimalidade Inversa em Controle Extremal com Atrasos.
61f. Dissertagdo (Mestrado em Engenharia Eletronica) - Faculdade de Engenharia,

Universidade do Estado do Rio de Janeiro (UERJ), Rio de Janeiro, 2019.

O controle extremal tem o objetivo de convergir e manter a saida de um mapea-
mento nao linear desconhecido em seu ponto de extremo (ponto 6timo). Este trabalho
apresenta um algoritmo de busca extremal baseado no método do Gradiente para ma-
ximizar mapas desconhecidos na presenca de atrasos. Introduz-se uma versao filtrada
do preditor baseada em estimativa local da Hessiana para mapas quadraticos. A esta-
bilidade exponencial e a convergéncia para uma pequena vizinhanca do ponto extremo
desconhecido sao alcancadas utilizando a transformacao backstepping e a teoria da média
em dimensoes infinitas. Um filtro passa-baixa (com um polo suficientemente alto) na
realimentacao do preditor permite aplicacao da técnica do teorema da média de Hale e
Lunel para equagoes diferenciais funcionais e também estabelece o resultado da otimali-
dade inversa para o sistema de malha fechada. Esta propriedade de otimalidade inversa é
pela primeira vez demonstrada em projetos de busca extremal e justifica o uso heuristico
de um filtro passa-baixa entre o sinal de demodulacao e o integrador, que tem sido histo-

ricamente utilizado em implementagoes de busca extremal sem atrasos.

Palavras-Chave: Otimalidade Inversa. Atrasos. Controle Extremal. Controle Adaptativo.

Preditores. Teoria da Média em Dimensoes Infinitas.



ABSTRACT

FERREIRA, Denis César. Inverse Opitmality of Extremum Seeking with Delays. 61f.
Master Thesis (Master in Science of Electronic Engineering) - Engineering Faculty, State

University of Rio de Janeiro (UERJ), Rio de Janeiro, 2019.

The extremum seeking control aims to converge and maintain the output of an
unknown nonlinear mapping on its extreme point (optimal point). In this work, we
present a Gradient-based extremum seeking algorithm for maximizing unknown maps
in the presence of constant delays. It is corporated a filtered predictor feedback with
a perturbation-based estimate for the Hessian of locally quadratic maps. Exponential
stability and convergence to a small neighborhood of the unknown extremum point are
achieved by using backstepping transformation and averaging theory in infinite dimensi-
ons. The low-pass filter (with a high enough pole) in the predictor feedback allows the
technical application of the Hale and Lunel’s averaging theorem for functional differential
equations and also establishes an inverse optimal result for the closed-loop system. This
inverse optimality property is for the first time demonstrated in extremum seeking de-
signs and justifies the heuristic use of a low-pass filter between the demodulation and the
integrator, which has historically been a part of the extremum seeking implementations

free of delays.

Keywords: Inverse Optimality. Time Delay. Extremum-seeking. Adaptive Control. Pre-

dictor. Averaging in infinite dimensions.
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INTRODUCAO

O Controle por Busca Extremal (Extremum Seeking Control - ESC) é um método
adaptativo de otimizagao que tem a capacidade de determinar o extremo de um mapa
nao-linear de desempenho de uma planta [1]. O ESC nao possui a obrigatoriedade do
conhecimento explicito da planta nem da funcao que se pretende otimizar, desde que
se tenha o conhecimento de que essa possua um extremo. O que ira definir se o mape-

amento estatico se trata de uma fungao de maximo ou de minimo é o sinal da Hessiana [2].

Breve Historico

Em 1922, surge o controle extremal com Leblanc [3] no qual foi proposto um
mecanismo de controle que buscava manter uma maxima transferéncia de poténcia entre
uma linha de transmissao e um bonde elétrico.

Draper e Li [4] em 1951, publicaram um estudo sobre um algoritmo de Controle
por Busca Extremal detalhando suas funcionalidades, que propunha otimizar um motor
de combustao interna. Sendo, provavelmente esta, a primeira publicacao sobre o assunto
na literatura inglesa. Apds essa publicagao, varias outras aplicagoes do controle extremal
em motores de combustao interna surgiram [5].

Nas décadas de 1950 e 1960, o controle extremal ganhou destaque, assim como
outras formas de controle adaptativo, com estudos focados na descrigao de algoritmos e
em outras aplicacoes. Entre as décadas de 1970 e 2000 o foco da pesquisa passou a ser
a busca de novas estratégias de controle adaptativo de maior complexidade com garantia
de desempenho e estabilidade [6].

No ano de 2000 a publicagao de Krsti¢ e Wang [1], que provou a estabilidade do
sistema cldssico de controle extremal, despertou novamente o interesse no assunto. No
livro do Astrom Adaptive Control [7], o Controle Extremal é considerado uma das dreas
mais promissoras do controle adaptativo. Tendo em vista que a necessidade de otimizar
plantas com o objetivo de reduzir os custos operacionais se adequando as especificagoes
do produto é cada vez maior, o controle extremal vem ganhando destaque também em
teoria de controle. Na tultima década, por exemplo, o nimero de publicacoes a respeito

do tema cresceu aproximadamente dez vezes em rela¢ao a década anterior [8].
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Aplicagoes Recentes em Controle por Busca Extremal

Como mencionado, o ESC é considerada uma area promissora do controle adapta-
tivo, com isso vem se destacando e sendo alvo de estudos em diversas aplicagoes.

A area de ESC tem alcancado uma certa maturidade e uma nova geracao de es-
tratégias de ESC tem sido aplicada numa ampla classe de problemas, tais como: busca ex-
tremal para sistemas dinamicos hibridos [9], sistemas dinamicos com atrasos [10], equagoes
diferenciais parciais [11] e busca extremal estocastica [12], para citar alguns.

Uma dessas areas de destaque é a industria automobilistica e o projeto de freios
ABS (Antilock Braking System), onde o coeficiente de forca de fricgao alcanga um valor
maximo para um valor desconhecido nao-nulo de coeficiente de deslizamento da roda.
Essa funcao varia dependendo da superficie onde o carro se encontra, fazendo com que
o sistema tenha que se adaptar ao tipo de solo que esteja tendo contato. Com isso, o
ESC seria usado para sintonizar um controlador capaz de alcancar esse valor maximo
independente do tipo de pista, [13], [14], [15].

Uma outra importante aplicacao do ESC nas industrias em geral esta na otimizacao
dos ganhos controladores PID (Proporcional-Integral-Derivativo) [15]. Em [16] a técnica
de busca extremal é apresentada como uma potencial ferramenta para sintonizar um
controlador PID, sendo feita ainda uma comparacao de desempenho com outros métodos
de sintonia, porém todos apresentando um pior desempenho.

Em [17] foi estudada a possibilidade de usar o método de ESC para otimizar a
producao de petréleo em pogos que operam por elevacao artificial através da injecao de
gas lift. O objetivo seria encontrar o sistema em malha fechada e conserva-lo em torno
do ponto 6timo desconhecido da curva de producao, aumentando assim o Valor Presente
Liquido (VPL) do sistema e os lucros de operacao. Os métodos aplicados hoje se mostram,
em geral, lentos e nao automatizados. Essa proposta foi desenvolvida com o intuito de
ser uma alternativa, e por se tratar de um controle adaptativo que nao necessita do
conhecimento explicito da planta. Assim sendo, o ESC se mostra uma boa opgao por
permitir incertezas na modelagem do problema.

Em [18] o controle extremal é aplicado na otimizagao de bioreatores. Enquanto que

em [19] é apresentada uma forma de diminuir os impactos em vélvulas eletromecéanicas
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de motores de combustao interna.

Na area de energia renovavel, o ESC tem se destacado na utilizacao em algoritmos
de MPPT (mazimum power point tracking), ajudando na extragdo da méxima poténcia
dos painéis fotovoltaicos (PV). No trabalho [20], o ESC aplicado em MPPT mostrou-se

superior em comparagao com algoritmos classicos como o perturbar e observar (P&O).

Sistemas de controle com Atraso

A presenca de atrasos é uma caracteristica inerente de sistemas fisicos e de enge-
nharia, dos quais podemos destacar: controle de processos quimicos, controle através de
redes de comunicagao, sistemas de trafego rodoviério, entre outros [2].

Em geral, os atrasos podem ocorrer devido a trés razoes distintas: uma propriedade
intrinseca do sistema, como consequéncia indesejada da agao de controle, ou da introducao
intencional de atrasos no sistema de controle. Atrasos podem ser fixos ou variantes no
tempo, e podem ocorrer nos estados do sistema, nas entradas do sistema, ou ainda, nas
saidas medidas do processo.

Sistemas sujeitos a atrasos tém sido fonte de estudo ao longos dos anos. Podemos
destacar na literatura os seguintes livros: [21], [22], [23] e [24]. O artigo visto em [10]
mostra que a presenca de atrasos na malha do controle extremal pode levar o sistema a
instabilidade. Logo, existe a necessidade de se aprimorar os estudos de teoria do controle

extremal na presenca de atrasos.

Otimalidade Inversa

Uma contribuicao importante para o desenvolvimento da teoria de controle linear
6timo foi o trabalho de Kalman [25], no qual o conceito de otimalidade inversa em controle
foi introduzida. A teoria da otimalidade inversa em controle pode ser definida da seguinte
forma: “Dado um sistema dinamico e uma lei de controle conhecida, encontre critérios de
desempenho (se houver) para os quais essa lei de controle é 6tima” [25]. Kalman conside-
rou uma formulagao precisa desse problema para sistemas lineares autonomos e derivou
muitas propriedades interessantes no dominio do tempo e no dominio da frequéncia de

sistemas de controle linear [26]. A otimalidade inversa pode ser relacionada a um conceito
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de Lyapunov, como uma lei de controle especial. Nesse sentido, a otimalidade inversa é
garantida quando um controlador estabilizante é 6timo para alguns critérios e, para uma
determinada funcao de Lyapunov, é possivel mostrar que a lei de realimentacao é étima
em relacao a alguma funcao custo. Em geral, essa funcionalidade inclui uma penalidade no
esforgo de controle (ou em sua derivada) e possui uma margem de ganho infinita [27], [28].

O conceito de otimalidade inversa é de significativa importancia pratica, pois per-
mite projetar de leis de controle 6timo sem a necessidade de resolver uma equacao dife-
rencial parcial de Hamilton-Jacobi-Isaacs (HJI), que pode inclusive nao possuir solugao.
A necessidade de resolver as equacoes HJI pode ser evitada usando a abordagem da
otimalidade inversa, originada por Kalman e introduzida no controle nao-linear robusto

através das Fungoes de Lyapunov de Controle (Control Lyapunov Functions - CLE’s) [29].

Objetivo

Este trabalho busca pela primeira vez na literatura discutir a prova da otimalidade
inversa e a sua influéncia no controle por busca extremal na presenca de atrasos, embora
os resultados também sejam validos no caso livre de atrasos.

O objetivo desta dissertacao é investigar alguns aspectos da otimalidade inversa
no controle por busca extremal, onde varios trabalhos aplicam filtros passa-alta e passa-
baixa para melhorar o ajuste/sintonia dos parametros do controlador e o desempenho do
sistema em malha fechada. Entretanto, os mesmos nao apresentam nenhuma sustentagao
tedrica que justifique a inclusdo dos filtros [30], [31], [32], [33], [34], [12], [35], [36], [37]
e [15], pelo contrario, apenas argumentagoes heuristicas sao levantadas.

Dessa forma, espera-se obter uma prova matematica que justifique a utilizacao
intuitiva de filtros passa-baixa para melhorar o desempenho dos sistemas de controle ex-

tremal.
Metodologia
Para o desenvolvimento desta dissertacao, utilizou-se como base o Controle por

Busca Extremal pelo no método Gradiente. Foi inserido um atraso no mapa nao linear

a ser otimizado, a compensacao desse atraso ¢ feita através de um preditor realimentado
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com a estimativa da Hessiana. A andlise da estabilidade é obtida via Transformacao
Backstepping e pela Teoria de Averaging em dimensoes infinitas. Os efeitos da otimalidade
inversa em ESC com atraso sao fundamentado pelos Teoremas 6 e 2.18, presentes em [38]
e [39], respectivamente.

Para tal, a metodologia empregada se baseia nos seguintes passos:
e Desenvolver as equacoes de malha fechada para controle extremal com atraso;

e Representar o atraso por um sistema de equagoes diferenciais parciais (Partial Dif-

ferential Equation -PDE) de transporte;
e Encontrar o modelo médio do sistema em malha fechada;

e Aplicar a Transformagdo Backstepping de forma a levar o sistema original a outro

sistema de equacgoes conveniente, chamado de sistema alvo;
e Encontrar o funcional de Lyapunov-Krasovskii para o sistema alvo;
e Encontrar uma estimativa exponencial da norma de Ly para o sistema médio;

e Invocar o Teorema da Média para garantir a convergéncia assintética para a vizi-

nhanca do extremo;
e Simular o Controle Extremal com atrasos, sem otimalidade inversa;
e Provar matematicamente a otimalidade inversa aplicada no ESC com atrasos;

e Simulacao satisfazendo a otimalidade inversa.

Organizacao da Dissertagao

A dissertagao esta estruturada da seguinte forma:

No Capitulo 1 serao apresentados os fundamentos de controle extremal para sis-
temas estaticos empregando o método Gradiente, ilustrando-se por meio de simulagoes
numeéricas o comportamento da entrada e da saida do sistema. Este capitulo é uma re-
visao bibliografica e servird como base para o estudo desenvolvido no caso do controle

extremal com atrasos conhecidos.
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No Capitulo 2 sera abordado o caso do controle por busca extremal para mapea-
mentos estaticos escalares com atraso constante. O projeto do preditor para compensar
o atraso no ESC gradiente é apresentado. A estabilidade exponencial com fungoes de
Lyapunov-Krasovskii e a convergéncia em tempo real a uma pequena vizinhaca do ex-
tremo desejado sao também demonstradas. Ao final do capitulo um exemplo numérico
juntamente com simulagoes demonstram o sistema controlado.

No Capitulo 3, que é a principal contribuicao desse trabalho, introduz-se a prova
matematica da otimalidade inversa, ilustrando-se também através de simulagoes os resul-
tados da utilizacao da mesma em ESC com atrasos.

As conclusoes e sugestoes para trabalhos futuros desta pesquisa sao apresentados

no ultimo capitulo.
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FUNDAMENTOS E DEFINICOES

Notacoes e Normas

A norma-2 de um vetor de estado X (t) de dimensao finita de uma equacgao dife-
rencial ordindria (EDO) é denotada por barras simples, | X (¢)|. Em contraste, as normas
de fungoes (de x) sdo denotadas por barras duplas. Por padrao, || - || denota a norma
espacial Ly[0, D], i.e., || - || = || - ||z,0,0)- Como a varidvel de estado u(x,t) da equacao di-
ferencial parcial (EDP) é uma func@o de dois argumentos, deve-se dar énfase que levando
em conta a norma de uma das variaveis faz-se a norma uma funcao da outra varidvel,
assim como adotado em [2]. Por exemplo, a norma Ls[0, D] de u(z,t) em = € [0, D] é
|lu(®)|| = ( OD uz(x,t)dx)l/Q. Em [40], define-se uma fungao vetorial f(t,¢) € R é dita
de ordem O(e) dentro do intervalo [t1,ts] se existem constantes positivas k e €* tais que
|f(t,e)] < ke Ve € [t1,ts] e Vt € [t1,ta]. Por vezes, é posivel estimar k e €* e, com
isso, quantificar O(e). Caso contrario, deve-se admitir O(e) como sendo uma “ordem da
relagdo de magnitute” para “e suficientemente pequeno”. As derivadas parciais de u(z,t)
sao denominadas por u.(z,t) e u,(x,t) ou, ocasionalmente, por Optiay (x,t) € Optiay(x,t)

para indicar o operador do sinal médio .y (x,t).

Teorema da Média para Equagoes Diferenciais Ordinarias [40]

Teorema A Considere o sistema original
z= f(wt,z), 2(0)= z. (1)

sendo f(wt,z) e suas derivadas parciais em rela¢ao a z até sequnda ordem continuas e
limitadas por (wt,z) € [0,x) X Dqy para cada conjunto compacto Dy C D, onde D C R"
¢ o dominio. Assumindo f uma funcao T-periddica com T > 0 em wt, ou seja, f(s,2) =

f(s+1T,2), Vse€|0,00), considere o sistema médio

zav = fav(zav)7 Zav(o) = Zav,0- (2)

com

Fae(oa) = % /0 F(7 2a)dr (3)
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Supondo que z,, = 0 € D € um ponto de equilibrio exponencialmente estavel do sistema
médio (2), Dy C D € um subconjunto compacto da regiGo de atra¢ao, z.,(0) € Dy, e

2(0) — zay = O(1/w), entao existe algum @ > 0, V w > w, tal que

[12() = Zaw(D)|[en < O(1/w), Yt € [0, 00). (4)

Além disso, (1) tem uma unica solugcdo, T-periddica, exponencialmente estivel Z(t,1/w)
com propriedade ||Z((t, 1/w)||rr < O(1/w).
Deve-se notar que Z € a aprorimagao da solugao de (1), ao considerarmos a solu¢ao

do sistema médio como sendo (2) [40]. Analizando o sistema médio e provando que este

SN

exponencialmente estdvel, pode-se aplicar o caso acima. Entdo, o sistema original (1)

SN

exponencialmente estdvel e a solugdo tem comportamento semelhante a (4).

Teorema da Média para Equagoes Diferenciais Funcionais [41], [42]

Teorema B Considerando um sistema com atraso

x(t) = f(é xt),Vt > 0, (5)

onde € é um parametro real, T;(©) = z(t+0) para —r <O <0, e f: RxQ — R™ é um
funcional continuo de uma vizinhanca €2 de 0 do espaco de Banach X = C([—r, 0];R”)
de fungoes continuas de [—r,0] em R"™. Asssume-se que f(t,p) € periddico em t uni-
formemente com respeito a @ em subconjuntos compactos de ) e que f tem uma de-
rivada de Fréchet continua O(f,¢)/0px em ¢ para R x Q. Sey = yo € Q € um
equilibrio exponencialmente estdvel para o sistema médio y(t) = fo(y:), para t > 0, onde
fole) = limyp_,oo(1/7T) fOT f(s,@)ds, entdo, para algum ¢y > 0 e 0 < € < ¢, existe uma
unica solugdao periddica t — x*(t,€) de (5) com as propriedades de ser continua em t e e,
satisfazendo |x*(t,€)—yo| < O(€), parat € R, e tal que exista p > 0 de modo que, se x(.; p)
¢ uma solugdo para (5) com x(s) = p e | — yo| < p, entdo |x(t) — x*(t,€)] < Ce™ =),

para C' >0 e~y > 0.
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Desigualdades Uteis

Algumas desigualdades importantes vistas em [2] serao invocadas neste trabalho:

Desigualdade de Young

T 2 Loy
b< = —b . 6
ab < Sa —1—27 Vy >0 (6)

Desigualdade de Cauchy-Schwartz

/0 ' 2yw(e)ds < < /0 1 u(x)2dx>é< /0 1w(m)2dx>%. (1)
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1 CONTROLE EXTREMAL

1.1 Busca Extremal Escalar

Na versao mais comum do controle extremal (Eztremum Seeking Control - ESC),
utiliza-se sinais de perturbagoes com o proposito de estimar o gradiente do mapa desco-
nhecido que serd otimizado. Para entender melhor a ideia do controle extremal, considere

a Figura 1, que apresenta um mapeamento estatico na forma quadratica com uma tnica

entrada.
Gfrf 0(t) k| G (1) é{)
S -
S(t) = asen(wt) M (t) = 2sen(wt) 0
Figura 1 - Esquema de busca extremal para mapeamento escalar y(t) = Q(0(t)) =

y* 4+ (6 — 6%)* baseado em perturbagdes senoidais, S(t) e M(t)

A Figura 1 apresenta trés diferentes 0’s, onde:

e (" ¢ o valor desconhecido da entrada que leva a saida do mapeamento para o ponto

de otimizacao y*;
e O(t) é a estimativa em tempo real de 0*;
e §(t) é a entrada do mapeamento.

A entrada 0(t) é a estimativa 6(t) perturbada pelo sinal S(t) = a sen(wt) com o
propésito de se estimar o gradiente desconhecido [H(6(t) — 0*)] do mapeamento Q(6(t))
no ponto G(t), sendo Q*, H e 6* todos desconhecidos. O projetista deve conhecer apenas
o sinal da Hessiana H, ou seja, saber se o mapa possui um méximo (valor de H < 0) ou
um minimo (valor de H > 0), e ser capaz de escolher um ganho de adaptacao k tal que
sgn(k) = - sgn(H). O projetista também deve escolher uma frequéncia w relativamente

grande quando comparada aos valores de a,k e H. A sendide foi escolhida para o sinal
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de perturbagao, entretanto outros tipos de perturbacoes tais como ondas quadradas a
ruidos estocasticos, poderiam ser utilizados em vez da sendide, desde que possuam média
nula [43]. A estimativa 6(t) é gerada pelo integrador com funcao de transferéncia k/s cujo

ganho de adaptacao k ajusta a velocidade de estimacao.

1.2 Anaélise de Convergéncia

Considere a Figura 1, na qual apresenta-se um esquema de busca extremal baseado
no método gradiente. Nela, o mapa quadrético é Q(0) = y* + Z(6 — 6*)2, sendo que Q*,
H e 6" sao todos desconhecidos.

Os sinais de perturbacao empregados sao definidos como

S(t) = asen (wt), (8)
M(t) = gserlQut). (9)

Analisando a Figura 1, pode-se concluir que

WD) = QO) =y + 5 (01— 0, (10)

0(t) =6 (t) + a sen (wt) . (11)

Sabe-se que o objetivo do algoritmo de busca extremal é encontrar uma entrada
0(t) em uma pequena vizinhanga do ponto #* que maximize ou minimize a saida y apenas
com sua informacao [44]. Para atingir esse objetivo o erro entre a estimativa 6(t) e o

ponto desconhecido 6*:
0(t):=0(t)—6 (12)

deve convergir para zero, ou alguma vizinhaga pequena da origem.
Com auxilio da equagao (12) e pela andlise da Figura 1, pode-se reescrever (11)

como

0(t) =0 (t) + 0"+ a sen (wt) . (13)
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Analisando novamente a Figura 1, conclui-se que

A 2
0 (t) = k— sen (wt)y
a

2 H
= k— sen (wt) [y* + 5 0(t) — 9*)2} : (14)
a
A partir da equagao, (12) pode-se perceber que g (t) = o (). Entao, substituindo-se
(13) em (14), tem-se

0(t) = k’g sen (wt) [y* +

H
a 2

(é (t) + a sen (wt))z}
— ks sin (wt) [y* + g <§2 (t) + 2a0 (t) sen (wt) + a* sen? (wt))]

2 H ~ ~
= k‘ay* sen (wt) + % sen (wt) 0% () +2kHO (t) sen? (wt) + kaH sen® (wt) |

sabendo que sen? (wt) = (1 — cos (2wt)) /2. Logo,

2 H ~ ~ -
0(t) = k:ay* sen (wt) + % sen (wt) 02 (t) + kHO (t) — kHO (t) cos (2wt) + kaH sen® (wt).

(15)

Aplicando o Teorema da Média, o método aproxima a solucao de um dado sistema
pela solugao de um sistema médio [40]. No sistema analisado isto é feito calculando-se a

média temporal dos termos senoidais, o que nos leva a
O (1) = kHOo (1). (16)
Sabendo que k = |k|sgn (k) = — |k|sgn (H), tem-se
Oun (£) = = K] 1H| B (1), (17)

cuja solugdo é exponencialmente estavel. O Teorema da Média [40] garante a existéncia
de uma frequéncia w suficientemente grande tal que, se a condi¢ao inicial de é(t) estiver

suficientemente proxima ao ponto de otimizagao #*, entao:

10(t) — 0°] < 10(0) — 0| exp (— |k| |H|t) + O (a—l— i) , V> 0. (18)
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A inequacao (18) garante que, se a é escolhido suficientemente pequeno e w é
escolhido suficiente grande, a entrada € converge exponencialmente para um conjunto
residual pequeno proximo ao ponto 6* desconhecido e, consequentemente, a saida y =

Q(6(t)) converge para a vizinhanga da saida otimizada y*.

1.3  Exemplo Numérico de Busca Extremal

Para ilustrar esse exemplo, as Figuras 4, 5, 6 e 7 apresentam os resultados da

simulagao. O mapeamento utilizado nesta simulagao é dado por
Q) =5—(0—3)", (19)

onde o ponto de extremo sao (0*,y*), respectivamente 3 e 5. Na simulagao utilizou-se
os parametros: a = 0.2, w = 10, £ = 0.2, (0) = 0.5 ¢ H = —2. O comportamento da
entrada 6(t) e da saida y(t) converge para o valor étimo 6* e y*, respectivamente. Além
disso, a estimativa 6 também converge para o valor que otimiza o mapa e o gradiente do

mapeamento converge para zero na medida que a saida converge para o ponto extremo.
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Figura 2 - Entrada 0(t).
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Figura 3 - Saida y(t).
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Figura 5 - Gradiente do mapeamento G(t).
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2 CONTROLE EXTREMAL UTILIZANDO METODO GRADIENTE
COM ATRASOS CONSTANTES

Conforme discutido no capitulo anterior, o controle por busca extremal escalar
considera aplicagoes em que o objetivo é maximizar (ou minimizar) a saida y € R de um
mapeamento nao-linear estatico variando-se a entrada 6 € R. Neste capitulo, assume-se
adicionalmente que existe um atraso constante e conhecido D > 0 no caminho de atuacao

ou no sistema de medigao tal que a saida mensurada ¢ dada por

y(t) = QO(t—D)). (20)
0
0 '@ Q(0) 'ﬁ Y R
M(t)
T |
9 |1 U [ G
2L St 1&- O+

2
=
()
o
7
o
)
12:

Figura 6 -Diagrama de blocos do esquema basico de predigao para compensacao do atraso
no ESC gradiente.

A fim de facilitar a notacao, assume-se ao longo deste capitulo que o sistema tem
sua saida atrasada de acordo com o diagrama de blocos na Figura 6. Entretanto, os
resultados nesta dissertacao podem ser diretamente estendidos para o caso da entrada
atrasada, visto que qualquer atraso na entrada pode ser movido para a saida do mapa
estatico. O caso onde atrasos de entrada D, e de saida D, ocorrem simultamente pode
também ser tratado assumindo-se que o atraso total a ser neutralizado é D = Dy, + Doy,
com Dy, , Doyy > 0. Sem perda de generalidade, considera-se o problema de busca pelo
méaximo, tal que o valor de # que maximiza y é denotado por #*. Por simplicidade,

assume-se que o mapeamento nao-linear é quadratico:

QO) = v B0y (21)
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onde além das constantes 6* € R e y* € R serem desconhecidas, o escalar H < (0 é a
Hessiana desconhecida do mapa estatico. Substituindo-se (21) em (20), obtém-se o mapa

quadrdtico e estdtico com atraso de interesse:

2.1 Sinais do Sistema
Seja § a estimativa de 0* e
0(t) = 0(t) — 6* (23)
o erro de estimativa. Da Figura 6, a dinamica do erro pode ser escrita como
dt—D) = U(t—D). (24)
Além disso, tem-se que
G(t) = M(t)y(t),  6(t) = 0(t) + S(t), (25)
onde os sinais de perturbacao sao redefinidos por
S(t) =asen(w(t+ D)), M(t) = -—sen(wt), (26)
com a amplitude a > 0 e a frequéncia w > 0. O sinal

H(t) = N(t)y(t) (27)

é aplicado para se obter uma estimativa da Hessiana H desconhecida, onde o sinal de

demodulacao N(t) é dado por
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Em [34], foi provado que

1 [0
ﬁ/ N(o)ydo =H, Il=27/w, (29)
0

se um mapa quadratico como em (21) é considerado. Em outras palavras, a versao média

de H(t) é dada por Hy, = (Ny)ay = H.

2.2 Realimentacao por Preditor com Estimativa da Hessiana

Utilizando-se a analise média (averaging analysis) pode-se verificar que a versao

média do sinal G(t) em (25) é dada por

Gav<t) = HgaV<t - D) . (30)

De (24), os seguintes modelos médios podem ser obtidos

eav(t_D):UaV(t_D)v (31)
Gay(t)=HU,(t — D), (32)

onde U,, € R é o controle médio resultante para U € R.

No sentido de motivar o projeto de controle por preditor, a ideia aqui é compensar
o atraso pela realimentacao do estado futuro G(t + D), ou G,y (t + D) no sistema médio
equivalente. Dado qualquer ganho de estabilizagao £ > 0 para o sistema nao atrasado,

deseja-se ter uma lei de controle tal que
Uuw(t) = kGuo(t+ D), Vt>0, (33)

0 que parece ser nao implementavel ja que ela requer valores futuros do estado. No
entanto, aplicando a férmula da variacdo das contantes para (32) pode-se expressar o
estado futuro como

Guw(t+D)=Gu(t)+H / t Uae(0)do (34)

que fornece o estado futuro G, (t + D) em termos do sinal de controle médio U, (o) na
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janela causal de tempo [t — D, t]. Isto produz a lei de realimentagao:

Unelt) = b [Gm(t) L H / tD %(o)da} . (35)

Portanto, de (34) e (35), a lei de realimentacao média (33) pode ser obtida de fato

como desejada. Consequentemente,

eav(t) - kGaV(t + D) N Vt Z 0 . (36)

Dessa forma, a partir de (30), tem-se

dB, (1)
dt

= kHO,,(t), Yt>D, (37)

com um equilibrio 9~§V = 0 exponencialmente atrativo, uma vez que k> 0 no projeto do
controlador e H < 0 por hipétese.

O desempenho do controle pode ser melhorado aplicando-se o conceito de otima-
lidade inversa, tema que sera discutido no préximo capitulo, onde um filtro passa-baixas
¢ inserido no controlador baseado em preditor. Neste caso, propoe-se a seguinte versao
filtrada do preditor de dimensao infinita para a compensagao do atraso [28]. Ou seja a
realimentacao por preditor com a Hessiana baseada em pertubacao e averaging obedece
a equagao:

C

U(t) = {k {G(t) +H®) /t jD U(T)df} } | (39)

s+c

onde ¢ > 0 é suficientemente grande. A versao média do sinal (38) é um sinal filtrado de
(35). Esta filtragem passa-baixa é também particularmente necessaria na andlise de estabi-
lidade quando o teorema da média em dimensoes infinitas [41,42] é invocado, uma vez que
nao existe resultados de Teorema da média para sistemas com atrasos na saida/entrada.
Assim, manipulamos matematicamente o sistema, inserindo o filtro e transformando atra-
sos de saida em atrasos distribuidos no estado, assim como a variavel de controle U (t)

passa a ser vista como uma variavel de estado do sistema em malha fechada.

2.3 Andlise de Estabilidade

O Teorema a seguir é um caso particular do Teorema 1 presente em [10].
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Teorema 1. Considere o sistema em malha fechada da Figura 6, com saida atra-
sada (22). Entdo, existe ¢* > 0 tal que, Yc > ¢, Jw*(c) > 0 tal que, Yw > w*, o sistema
atrasado em malha fechada (24) e (38), com G(t) em (25), H(t) em (27) e estado O(t— D),
U(o), Yo € [t — D, t], tem uma tnica solug¢do periddica exponencialmente estdvel em t de

periodo Il = 27 Jw, denotada por én(t — D), UY(0), Vo € [t — D, t], satisfazendo, ¥t > 0:

~ 9 t 1/2
<‘9H(t — D)’ + U (0)” +/ [UH(T)]QdT> < O(1/w) (39)
t—D
Além disso,
limsup |6(t) — 0" = O(a+1/w), (40)
t—+o00
limsup |y(t) —y*| = O(a®+1/w?). (41)
t——+o00
Prova: A demonstracao segue os passos 1 a 8 abaixo.
Passol: EDP para Representacdo do Atraso
Ut Ut—D R (t — D
IO D)t Ge-py-ve-p) DL,
u(D,t) u(0, )

Figura 7 - Sistema é(t — D) =U(t— D) com atuador de atraso em D unidades de tempo.

De acordo com [2], o atraso em (24) pode ser representado usando uma EDP de

transporte conforme a Figura 7, sendo

0(t—D) = u(0,t), (42)
u(z,t) = wuy(z,t), x€][0,D], (43)
w(D,t) = U(t), (44)

onde a solugao de (43)—(44) é

u(z,t) =U(t+x—D). (45)
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Passo 2: Equacoes em Malha Fechada

Primeiramente, substituindo-se S(t) de (26) em 6(¢) na equacgao (25), obtém-se
0(t) = 0(t) + asin(w(t + D)). (46)
Agora, colocando-se (23) e (46) em (22) tal que a saida seja dada em termos de 0, tem-se:

(0(t — D) + asin(wt))?. (47)

. H
y(t) =y +o

Substituindo-se M (t) definido por (26) em G(t) dado por (25), além disso (28) em (27) e

representando o integrando em (38) usando o estado da EDP de transporte, obtém-se

Ut) = . Jcr . {k lG(t) + H(t)/O u(o, t)da} } : (48)
G(t) %sin(wt)y(t), (49)
) = —% cos(2wt)y(t). (50)

Posteriormente, substituindo-se (47) em (49) e (50) e, entao depois o resultado de (49) e

(50) em (48), assim como extraindo o fator comum y na versao resultante de (48), tem-se

) = - i - {k [y* + %(é(t — D)+ asin(wt))z]
« B sin(wt) — %cos@wt) /0 P, t)da]} | (51)

Expandindo-se o bindémio em (51), obtém-se

2

uit) = ¢ {k: [y* + géa(t — D) +Hasin(wt)f(t — D) + a4

ST e sin? (wt)] (52)

« [2 sin(wt) — % cos(2wt) /O " o, t)da] } .

a
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Finalmente, substituindo (52) em (44), pode-se reescrever (42)-(44) como

6(t — D)
Oru(z,t)
u(D,t)

u(0, 1), (53)
Oyu(z,t), =€ [0,D], (54)
{k [y* + gé% — D)+

c
s+c

5 2
Hasin(wt)d(t — D) + % sin? (wt)}

« E sin(wt) — %cos(?wt) /0 " o, t)da”

c
sS+c

miw COi w ulo do

H -

+—6*(t — D) sin(wt)
a
4H

a?

52(75 — D) cos(2wt) /D u(o,t)do
+2H Sin2(wt)§(t — D)
i Dyeos(2et) [ oo

+aH sin®(wt) — 4H sin®(wt) cos(2wt) /0 7 u(o, t)do} }

S <2 sin(wt) — y* 5 cos(2wt) /Du( t)d
s+c va© Va2 0 i
H-
+392(z€ — D) sin(wt)

4H

a?

0%(t — D) cos(2wt) /D u(o, t)do
+HO(t — D) — H cos(2wt)A(t — D)
—g[sin(?)wt) — sin(wt)]f(t — D) /0 u(o, t)do

a

+3ZH sin(wt)—% sin(3wt) —2H cos(2wt) /Ou(a, t)do
HH + H cos(det)] /0 u(o, t)da” | (55)

Passo 3: Modelo Médio do Sistema em Malha Fechada

Agora, denotando-se

J(t) :== (t — D), (56)
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a versao média do sistema (53)—(55) é:

ﬂav(t) = Uav(oat)y (57)

Optlay (z,t) = Oguav(x,t), x€[0,D], (58)
B D

%uav(D,t) = cup(D, )t ckH [ﬁav(m /0 uav(a,t)da} (59)

onde na tltima linha simplesmente foram zeradas todas as fungoes seno e cosseno de w,
2w, 3w e 4w com média zero. Além do mais, o filtro ¢/(s + ¢) também foi representado

na forma em espagco de estado. A solugao da EDP de transporte (58)—(59) é dada por
Uay (2, 1) = Upy(t + 2 — D). (60)

Passo 4: Transformagao backstepping, sua inversa e o sistema alvo

Considere a transformacao backstepping de dimensao infinita do estado atrasado

w(z,t) = Uay (2, t) — KH {ﬁav(t) + /OI Uay (0, t)da} : (61)

que mapeia o sistema (57)—(59) no sistema alvo:

Jar(t) = kHo(t) +w(0,1), (62)
wi(z,t) = wy(z,t), x€][0,D], (63)
w(Dt) — —%atuav(D,t). (64)

Utlizando-se (61) para z = D e o fato de que u,, (D, t) = U, (t), a partir de (64) obtém-se

(59), ou seja,

U (t) = — {kH [ﬁaw(twr /0 Duav(a,t)da”. (65)

s+c

Considere agora o sinal w(D,t). E facil mostrar que
wi(D,t) = Optay(D,t) — kHuay (D, 1), (66)
onde Oyttay (D, 1) =Uy(t). A inversa de (61) é dada por

Uav (2, t) = w(z, t) + kH |:6ka1§3\,(75) —I—/ M@=y (o, t)do | . (67)
0
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Substituindo-se (64) e (67) em (66), obtém-se

wy(D,t) = —cw(D, t) — kHw(D,t) — (kH)? [e’fHD&av(t) + / ’ D=y (o, t)do | (68)
0

Passo 5: Funcional de Lyapunov-Krasovskii

Considere o seguinte funcional de Lyapunov

() @ /OD(l +a)w’ (2, t)de + %wz(ll ), (69)

Vi ==4 2

onde o parametro a > 0 serd escolhido mais adiante. Tem-se que

V(t) = kHOZ(t) + Doy (t)w(0,t)
+a /D(l + z)w(z, t)we(z, t)dx + w(D, t)w(D,t)
0

a(l+ D)

= kHO? (t) + Day (H)w(0, 1) + w?(D,t)

- ~ D
—gw2(0,t) - a/ w?(z,t)dx
0

2 2
+w(D, t)wt(]:),t) (70)
< kH?,(t) + 1%2‘2“_(” - ;/D w?(z, t)dz
a 0
+w(D, 1) [wt(D,t) + ““;D)w(p,t)] . (71)

Lembrando-se que £ > 0 e H < 0, escolhe-se

a=——. (72)

Entao,
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Agora, considera-se (73) juntamente com (68). Completando-se os quadrados, obtém-se

a D
Vi) < L2 (t)—4/0 w?(z, 1) dz

2
+a ’(kH)QekHD‘ w?(D, )
1 2
+- H(k:H)QekH(D_”) w(D, 1)

[z

— kH} w?(D,t) — cw*(D,t). (74)
Para escrevermos (74), utilizou-se das seguintes relagoes

= w(D, ) ((kH)2H =) (o))
lw (@)l (75)

1 -0
lw (@) + = || k)2t =)

IN

lw(D, t)| H(k;H)QekH(D_O)

2
w2(D,t),

IN

a
4

onde a primeira desigualdade é a de Cauchy-Schwartz e a segunda é a de Young. A
notagao (-,-) denota o produto interno na varigvel espacial o € [0, D], das quais ambas
eFH(D=9) & w(o,t) dependem deste produto e || - || denota a norma L, em o. Entdo, a

partir de (74), chega-se a

: L 5 a b 2
V() = -0 - 4(1+D)/0 1+ z)w’(z, t)dx
_(C_ C*)U)Q(D,t), (76)
onde
a 2 2
c* = a(l;_D) _kH_'_d’(kH)QekHD‘ +%H(kH)2€kH(D_U) (77)

A vpartir de (77), é claro que um limitante superior ¢* pode ser obtido de limitantes
inferiores e superiores da Hessiana desconhecida H e do atraso D. Portanto, de (76), se

¢ ¢ escolhido tal que ¢ > ¢*, obtém-se

V(t) < —uVi(t), (78)

para algum g > 0. Com isso, o sistema em malha fechada é exponencialmente estavel no

sentido da norma completa do estado

(|q§1fdw(t)|2 +/0D wz(x,t)dx+w2(D,t))1/2, (79)
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ou seja, na varidavel transformada (U, , w).

Passo 6: FEstabilidade Ezponencial (na norma Ls) para o Sistema em Malha

Fechada Médio (57)-(59)
Para obter a estabilidade exponencial com relagao a norma

D 1/2
(1P + [ e+ o) (50)
0
é preciso mostrar que existem numeros positivos a; e s tal que
aU(t) <V(t) < auV(t) (81)

onde W(t) := [Ja (t)|? + fOD u? (z,t)dzx + u?,(D,t), ou equivalentemente,

W(t) = fu(t = D)+ [ U (e + UR(0). (52)

usando-se (56) e (60).
Isto é estabelecido diretamente a partir de (61), (67), (69) e empregando a desi-
gualdade de Cauchy-Schwartz e outros célculos, como mostra-se na prova do Teorema 2.1

em [2]. Portanto, assim como (78), tem-se

U(t) < 2w (0), (83)

que completa a prova da estabilidade exponencial.
Passo 7: Invocando o Teorema da Média

Primeiramente, note que o sistema em malha fechada (24) e (38) pode ser escrito

CO1mo:

i(t—D) = Ut-D), (84)
O(t) — —cU(t)—i—c{k; [G(t)+ﬁ(t) /:D U(T)df]} , (85)
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onde z(t) = [A(t — D), U(t)]” é o vetor de estado. Além disso, a partir de G(t) em (25) e
H(t) em (27), obtém-se

it) = flwt,z), (86)

onde z(0©) = z(t + ©) para —D < © < 0 e f é uma fun¢ao continua apropriada, de
maneira que o teorema da média dado por [41] e [42] pode ser diretamente aplicado
considerando w = 1/e.

Relembrando que de (83), a origem do sistema em malha fechada (57)—(59) com
a EDP de transporte para a representacao do atraso, é exponencialmente estavel. Entao,
de acordo com o teorema da média [41,42], para w suficiente grande, (53)—(55) tem uma
unica solugao periddica exponencialmente estdvel ao redor de seu equilibrio (a origem)

satisfazendo (39).
Passo 8: Convergéncia Assintética na Vizinhanga do Extremo (0%, y*)

Fazendo a mudanga de varidveis (56) e em seguida integrando ambos os lados de

(42) no intervalo de integragao [t,o + D], obtém-se:
B B o+D
J(o+ D) = d(t) + / (0, 5)ds. (87)
t

De (45), pode-se reescrever (87) em termos de U, ou seja

o+ D) = d(t) + / " Uryar. (88)

Agora, note que

0(c) =d(c+ D), VYoel[t—D,t. (89)

Consequentemente,

0(c) = 0(t — D) + /U U(t)dr, Yo e€|t—D,t. (90)
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Aplicando o supremo em ambos os lados de (90), obtém-se

sup ‘9(0)‘ = sup ‘é(t—D)‘ + sup / U(r)dr
t—D<o<t t—D<o<t t—D<o<t|Jt—D
~ t
< sup ‘9(t—D)‘+ sup / |U ()| dr
t—D<o<t t—D<o<t Jt—D
3 t
< |6(t— D) —I—/ |U(7)|dr (Cauchy-Schwarz)
t—D
. t 1/2 t 1/2
< it —-Dp) +</ dT) x(/ |U(T)|2d7>
t—D t—D
_ t 1/2
< |6(t - D) +\/5(/ Uz(T)dT) : (91)
t—D

Agora, é facil verificar que

‘é(t - D)‘ < <‘é(t ~ D)

t 1/2 B 2
</t_D UQ(T)dﬁ') < <‘9(t—D)’ +
Usando (92) e (93), tem-se

2

‘é(t - D)‘ +vD </:U2(T)d7) v < (1+VD) (‘é(t - D)‘

D
t 1/2
+/ Uz(T)dT) : (94)
t—D
A partir (91), é possivel concluir que
- . 2 t 1/2
sup ]9(0)( < (1+vD) ((e(t—p)( +/ UQ(T)dT> (95)
t—D<o<t t—D
e, consequentemente,
_ N 9 t 1/2
‘H(t)‘ < (1+\/B)(‘0(t—D)‘ +/ UQ(T)dT> . (96)
t—D

A desigualdade (96) pode também ser dada em termos da solucio periédica 0™ (t — D),
U (o), Vo € [t — D, t] assim como

‘é(t)’ < (1+VD) ()é(t — D) - 0"(t— D)+ 6"t - D)‘Q

1/2

! I I 2
+/t_D [U(T) -U (1) +U (7‘)] dT) . (97)
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Aplicando-se a desigualdade de Young e métodos algébricos, o lado direito de (97) e ‘é(t)’

podem ser majorados por
‘é(t)‘ < V2(1+VD) (‘é(t ~D)— (¢ - D)\2 + (éﬂ(t - D)‘Z
+/tj [U(T) UH(T)]2d7'+/ti [UH(T)]2d7'> 1/2. (98)

D D

De acordo com o Teorema da Média [41,42], tem-se que 0(t — D)—0"(t — D) = 0 e

ftt_D [U(T)—UH(T)}2 dr — 0, exponencialmente. Logo,

limsup |0(t)] = V2 (14 VD)

t——4o00
1/2

« <)9~H(t—D)’2—l—/ttD[UH(T)]QdT) . (99)

De (39) e (99), pode se escrever limsup, .. |0(t)] = O(1/w). De (23) e lembrando que
0(t) = 0(t) + S(t) com S(t) = asin(w(t + D)), pode-se reescrever

0(t) — 0" = 0(t)+ S(t). (100)

Uma vez que o primeiro termo do lado direito de (100) é em tltima andlise da ordem

O(1/w) e o segundo termo ¢ da ordem O(a), entao

limsup |6(t) — 0"| = O(a + 1/w). (101)
t——+00
Finalmente, de (22) e (101), obtém-se (41). O

2.4 Simulacoes

A simulagao a seguir demonstra a estabilidade do sistema realimentado baseado
em preditor discutido neste capitulo para o controle de busca extremal com atrasos co-
nhecidos. E importante mencionar que nestas simulagoes nao é satisfeita a condigao para
otimalidade inversa, ou seja nao foi utilizado o filtro passa-baixa na lei de controle (38).

O mapeamento quadratico considerado foi

Q) =5—(0,1)(6 — 3)2 (102)
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Diferentemente da simulacao apresentada no Capitulo 1, este resultado possui um atraso
de D = 5s. Conforme o mapeamento em (102), o ponto de extremo é (6%, y*) = (3; 5)
e a Hessiana desse mapeamento estatico é H = —0, 2. Para a simulacao foram utilizados

os seguintes parametros: w = 10 rad/s; k =0,2; (0) = —5e a =0, 2.

o(t)

0 20 40 60 80 100 120

Figura 8 - Entrada 6(t) sem o efeito da otimalidade inversa.



y(t)
——_y=

80 100 120

_1 5 1 1 1 1 1
0 20 40 60 80 100 120

Figura 10 - Sinal de controle U(t) sem o efeito da otimalidade inversa.
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U()

_20 1 1 1

100 120

Figura 11 - Derivada do sinal controle U(t) sem o efeito da otimalidade inversa.

1.5 T T T T T
——H(t)
———H=-02
1F .
<m 05F 7
0 .
_ h | .Iu |Hl S m LT PO WAARAN A AL
_05 1 1 1 1 1
0 20 40 60 80 100 120

Figura 12 - Estimativa da Hessiana H(t) sem o efeito da otimalidade inversa.
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A estratégia de busca extremal via preditor com estimativa da Hessiana baseada
em perturbagao senoidal apresentada neste capitulo foi capaz de garantir ao sistema em
malha fechada propriedades de estabilidade mesmo na presenga de atrasos nos sensores. A
estabilidade exponencial e a convergéncia a uma vizinhaga pequena do ponto de extremo,
foram alcancadas. Entretanto ainda observa-se uma grande ultrapassagem em relagao
ao ponto de extremo #* na Figura 8 e verifica-se uma oscilagao transitoria forte no sinal
da saida y(t) da Figura 9, além de um consideravél esfor¢o de controle na Figura 10 e
Figura 11 assim como na estimativa da Hessiana da Figura 12. No préximo capitulo
serd introduzido a prova matematica da otimalidade inversa e a verificagdo de melhora de

desempenho do sistema de controle proposto.
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3 OTIMALIDADE INVERSA

Na formulacio da otimalidade inversa, a varidvel U(t) serd considerada como en-
trada do sistema, enquanto que U(t) continua sendo a variavel de atuagao. Consequen-
temente, a otimilidade inversa sera implementada depois do integrador, ou seja, como
uma realimentacio dinamica. Tratando o sinal U(t) como uma entrada é o mesmo que
adicionar um integrador, que tendo sido observado como sendo benéfico para projeto de
controle em sistemas com atraso em [45]. Resultados tedricos e simulagao apresentados a
seguir comprovam as vantagens de se satisfazer a otimalidade inversa, para o sistema de

controle extremal em malha fechada.

3.1 Otimalidade inversa em ESC com atrasos

Teorema 2 FEziste um c¢* tal que o sistema médio realimentado (32) e (38) €

exponencialmente estdvel no sentido da norma

1/2

U(t) = <|9av(t — D) + / tD Uay(7)?d7 + Uav<t>2) (103)

para todo ¢ > c*. Além disso, existe ¢ > c* tal que, para qualquer ¢ > ¢, a lei de

controle (38) minimiza a func¢ao custo
1= [T+ tueiiar (104)
onde L(t) é um funcional de (0 (t — D), U(7)) , T € [t — D,t] tal que
L(t) > p¥(t)? (105)

para algum p(c) > 0 com a propriedade que pu(c) — oo a medida que ¢ — 0.

Prova: Baseando-se na prova do Teorema 6 em [38] ¢ no Teorema 2.8 em [39], no qual
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escolhe-se ¢** = 4c* e ¢ = 2¢* e define-se L(t) como:

L(t) == —2¢V (t) + c(c — 4c)w*(D, t)

( k92 (1 “/ (2, t)dz + (c — 26" )w 2(D,t)), (106)

onde Vay (t):= Ouy(t — D).

Substituindo a transformacao backstepping (68) na derivada do funcional de Lya-

punov (70), tem-se

a(l1+ D)

V(t) = kHO (1) + Ua(H)w(0, 1) + w*(D,t)

a a [P
__w2(0,t) — —/ wZ(x,t)dx — QC*wQ(D,t)
2 2 Jo
—kHw*(D,t) — (kH)*w(D, t)e* P9, (t)
D
—(kH)*w(D,t) / = (o, t)dor (107)
0

Entao, substituindo (107) em (106), £(t) pode ser reescrito como:

L) = —QCkHﬁzv(t)—Zcﬁav(t)w(O,t)—QCa(lg_D)

w?(D,t)

D
+caw?(0,t) + ca/ w?(x, t)dw + 2ckHw?(D, t)
0
+2¢(kH)?w(D, t)e" P9, (1)

D
+2e(kHY2w(D, 1) / HHD-0) (5 ) dor (D, 1), (108)
0

No entanto, substituindo-se a versdo média do sistema (57) no sistema alvo em

(62), obtém-se
Uay (0, 1) = kHV0 (t) +w(0,1). (109)
Reorganizando (109) para isolar w(0,t), tem-se:
W(0,1) = Uny (0, 1) — kHU e (t). (110)

Entéo, substituindo-se (110) em (108), e adicionando-subtraindo o termo 92, (t)
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(em azul) no lado direito da equacdo resultante, obtém-se

(d(k;H)zﬁiv(t) — 2@k H + 1)ty (0, )T (1)
—a(l + D)w*(D, 02 ( )+2(kH) w(D, t)

0 / (0.0
5

L) =

(z,t)dz + w*(D,t)(2¢* + 2kH)

[\DI@I

—i—du

+e(y02, (1) + 2/0 *(z,t)dz+(c — 2¢")w*(D, t)). (111)

Sabe-se que @ = —7, entao substituindo-se kH por —1 em (111), tem-se

2,6 (2¢" —a(1+ D) - %)wZ(D,t)

[e=]

(112)

Apb6s algumas manipulagoes matemética dos termos em (112), £(¢) pode ser rees-

crita como:

L(t) = YT(D,t)+ c(’yﬁiv(t) + g/o w(z,t)dx + (c — 2¢)w?(D,t)),  (113)

onde Y(D,t) é dado por:
c([——y}w 1)+ (20*—&(1+D)—§)w2(D,t)

_ D 9 ~
a2, (0,4) + / W (0, )do + 2w (D, )P (1)
0 a

2 D
w(D, 1) / IO (g, 1)do ).
0

CL2

Y(D,t) =

(114)

Para satisfazer a desigualdade (106), ¢ necessario garantir Y(D,¢) > 0. Para

satisfazer essa condicao, serao analisados os termos de sinais nao definidos presentes em

(114) de modo que assegure que estes nao sejam negativos. Apds adicionar e subtrair os
)do] (em azul e vermelho) em (114),

termos & [V2, +w?(D,t)] e %ﬁ[wQ(D,t) + /;
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Y(D,t) pode ser reescrito como:

T(D,t) = c([é—%— }ﬁv(t)
+(2¢* —a(l+ D) — ; — % — 2;/25) *(D,t)
i, (0,0) + 5 - Q\Q/P} / " (0. t)do

2 kHD j Lo L 5
+§’LU(D, t)e Tgav(t) + ?w (D, t) + ?ﬁav(t)
9 D
+—2w(D,t)/ L=y (g, t)do
a 0

2vD 2vD [P

*(D,t) +
+&2 w*(D,t)

v w?(o, t)do*) . (115)
a 0

Empregando as desigualdades de Young e Cauchy-Schwartz, é possivel verificar os
limites inferiores validos para os termos que foram adicionados e subtraidos em (115), de

modo que:

1, 1 -, 2
=W (D,t) + ?ﬁav<t) > =

w(D, t)ekHDéav(t)‘ , (116)

2v/D

C_LQ

(wQ(D,t)+/Dw2(o,t)da) > 2

C_l2

D
w(D,t) / H D=y (o, t)do
0

. (1)

Analisando Y (D, t) pelos termos dos limites inferiores em (116) e (117), tem-se

— C_L 6_1/2 av )
) 2 1 2VD
2v/Dy [P
00+ 222 [
2 a 0
2 2
= w(D e P, (1) + = [w(D, )P, (1)
2 D
+;w(D,t)/ D=y (0, t)do
2 e
+=5 [w(D, 1) / D=5, 1) dor ) (118)
0
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Logo, para garantir Y(D,t) > 0 é necessario satisfazer as seguintes condigoes

1° Condigao:

1 1
5—_—2—’}/>O
<1 1
7 a a®
a—1
V< (119)
2 ° Condigao:
Sabendo que ¢ = 2¢*
2 1 2vD
2c*—a(l+D)—-— = — \_/_>O
a a® a?

2,1, 2D (120)

>a(l+D)+ -+ =
c>a(l+ )+d+d2+ =

3 ° Condigao:

2v'D

6/2
a> V4D (121)

>0

N |l

Portanto, considerando £(t) dado em (113) e T (D, t) dado em (114), nas condigbes

impostas para 7, a e ¢, pode-se concluir que (D, t) > 0 logo:

£(t)20(%k:1§§v(t)—l—%/o wQ(x,t)da;+(c—2c*)w2(D,t)),

com vy = k/2.
Ou seja, L(t) > p¥(t)?, pelo mesmo motivo que (81) é valido, completando a prova
O

da otimalidade inversa.
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Corolario 1. Para o caso livre de atraso (D = 0), um resultado equivalente da
otimalidade inversa também pode ser provada para o sistema de malha fechada com a lei

de controle

U(t) = —cU(t) + ckG(t), (122)

considerando a norma

1/2
\Il(t) = (’éaV(t - D)P + Uav(t)2> . (123)

Basicamente, haverd um ¢** > ¢* > 0 tal que para qualquer ¢ > ¢**, a lei de controle 122)
minizard a funcao custo
j:/’w@+aymﬁ, (124)
0

onde L(t) € o funcional de (0,,(t), U(t)), tal que
£(t) > pl(t)? (125)

para algum p(c)>0 com uma propriedade que p(c)— 00 as ¢— 0.
A prova do resultado acima pode ser obtida diretamente do Teorema 1 com a

Funcéo de Lyapunov V (t) = 62, (1) /2.

Observacao 3.1: A robustez da estabilidade é garantida variando o parametro
¢ de algum valor grande de ¢* para oo, recuperando-se no limite o resultado bésico do
preditor nao filtrado em (35). Essa propriedade de robustez poderia ser intuitivamente
esperada de métodos de perturbacao singular, embora fosse altamente improvavel en-
contrarmos um teorema na literatura apropriado para as particularidades do sistema de

dimensao infinita em questao.

Observagao 3.2: A realimentagao em (35) ndo garante a otimalidade inversa,
mas a realimentagao em (38) a garante para qualquer ¢ € [¢**,00). Sua otimalidade vale
para uma funcao custo que ¢é limitada pela norma Ly[0, c0) do estado B, (t — D) da ODE,
a norma do sinal de controle U, (t), assim como a norma da derivada Uav(t) (além disso
fED Uay(0)2d0, é fixo, ou seja a realimentacido tem influéncia sobre ela). O controle (38)

é estabilizante quando ¢ = 0o, ou seja, na forma nominal em (35); no entanto, visto que
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p(00) = 0o, nao sendo 6timo com relagdo a um funcional que inclui uma penalidade em

U(t).
3.2 Simulagoes

Para aferir o efeito da otimalidade inversa no sistema apresentado na Figura 6,
utilizou-se como base e para compara¢do o mesmo mapa quadratico (102), simulado no
capitulo anterior. As curvas em vermelho nas simulagoes adiante sao dos mesmos graficos
apresentados no capitulo 2. Conforme os gréficos a seguir (Figura 13 a 17), a aplicacao da
otimalidade no controle de busca extremal na presenca de atrasos, melhora o desempenho
do sistema, observa-se que o efeito da otimalidade minimiza a sobre-elevacao da curva de
busca do ponto de extremo #*, na Figura 13. No grafico da Figura 14, verifica-se que a
otimalidade inversa atenua a oscilacao observada no transitério, deixando mais suave a
curva de saida. Outra observagao positiva é a diminuicao do esforgo no sinal de controle

visto nas Figuras 15, 16 e na estimativa da Hessiana dada na Figura 17.

6 T T T T T
4 - -
I — — LU0 lflyiy!#vlyly"‘1‘\’\\11‘:‘1wlw"\“
2 - -
= AL 4
=z 0
2 F 4
\
| 0(t) com otimalidade inversa| |
-4 0(t) sem otimalidade inversa
———6"=3
_6 1 1 1 1 1
0 20 40 60 80 100 120

t[s]

Figura 13 - Entrada 6(t) com e sem o efeito da otimalidade inversa.
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y(t) com otimalidade inversa
-1r y(t) sem otimalidade inversa| ]
_2 1 1 1 1 1
0 20 40 60 80 100 120

Figura 14 - Saida y(t) com e sem o efeito da otimalidade inversa.

25 T T T T T

U(t) com otimalidade inversa
U(t) sem otimalidade inversa

1.5

—_
T

L L L LT T T T VTt avapas
T

_1 5 1 1 1 1 1
0 20 40 60 80 100 120

Figura 15 - Sinal de controle U(t) com e sem o efeito da otimalidade inversa.
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U(t) com otimalidade inversa
U(t) sem otimalidade inversa
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Figura 16 - Derivada do sinal de controle U(t) com e sem o efeito da otimalidade inversa.

1 .5 T T T T T
ﬁ(t) com otimalidade inversa
H(t) sem otimalidade inversa
1| —— _H=-02 i

s T——

15 ' ' '
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t[s]

80 100

120

Figura 17 - Estimativa da Hessiana H(t) com e sem o efeito da otimalidade inversa.
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CONCLUSAO

Nesta dissertacao, buscou-se apresentar a prova da otimalidade inversa e seus efei-
tos no controle extremal. Como pode ser verificado na introducao deste trabalho, muitas
pesquisas na area de ESC utilizam de forma heuristica filtros passa-baixa entre o sinal
de demodulacao e o integrador, embora estes nao apresentem a justificativa matematica
para 0os mesmos.

No Capitulo 1, foi apresentado um caso simples de controle extremal para sistemas
estéaticos através do método Gradiente, servindo como base para o capitulo seguinte, no
qual foi aplicado um atraso fixo na saida do mapeamento quadratico. Ainda no Capitulo
2, a estratégia de busca extremal via preditor com estimativa da Hessiana baseada em
perturbagao senoidal apresentada foi capaz de garantir ao sistema em malha fechada
propriedades de estabilidade mesmo na presenca de atrasos. As simulagoes ilustraram a
estabilidade exponencial e a convergéncia ao ponto de extremo. Entretanto, quando nao
¢é utilizado o filtro passa-baixa na malha de controle, a saida apresentou oscilacoes no
transitorio e uma elevada sobre-elevacao na busca do ponto de extremo 6*.

No Capitulo 3, a otimalidade inversa foi apresentada em ESC com atraso, demons-
trando quais condigoes devem ser respeitadas para se projetar o filtro, presente na lei
de controle (38). Quando a otimalidade inversa ¢ garantida, os sinais 6(¢) e y(t) conver-
gem monotonicamente, trazendo uma melhora no controle do ES. Além dos resultados
tedricos, simulacoes ilustraram uma consideravel diminuicao no esforco de controle e no
transitorio da estimativa da Hessiana, que resultaram numa suavizacao da busca ao ponto
de extremo e na saida do sistema. Embora o atraso tenha sido considerado ao longo dessa
dissertacao, a otimalidade inversa também pode ser estendida em sistemas cujas plantas

nao possuem atrasos.

Trabalhos Futuros

Esse estudo focou no controle extremal na presenca de atrasos constantes e co-
nhecidos. Para trabalhos futuros, indica-se o estudo da otimalidade inversa considerando
atrasos desconhecidos. Nesse tipo de prosposta os desafios serao projetar um novo tipo de

preditor capaz de lidar com o atraso desconhecido e fazer a estimativa do atraso desconhe-
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cido que garantam a estabilidade do sistema. Como a estimativa do atraso dependera do
tempo, deve-se considerar preditores para atrasos variantes no tempo [46]. As equagoes e

o diagrama de controle para esse novo tipo de abordagem sao dados na Figura 18:

0 = y(®) y(t — D

>e

. G(t) |
<+ 0 & Preditor com D(t) _ D
1 I H{(t) %

S(t) = asen(w(t + D(t))) D(t) N (t)

A 4

Y
O
—
N—

)
(t)

E

Figura 18 - Esquema de busca extremal baseado no método do Gradiente para atrasos
desconhecidos.

O mapeamento quadratico ) : R — R a ser otimizado seria definido como

QO) = ¥+ g(e —6)?, H < 0. (126)

Analisando o diagrama de controle da Figura 18, o sinal de saida medido y(t) serd

dada por:
y(t) = Q((t) — D)). (127)

Entretanto, neste caso assume que D > 0 e tem o valor desconhecido. Entao

definindo 6 como

0(t) = 6(t)+a sen(w(t + D(1))), (128)
= 0(t) + a sen(w(t + D(t) + D)), (129)

onde D(t) é a estimativa do atraso D desconhecido, sendo que D(t) = D(t) — D. Entdo,
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a média do sinal
y(t)—sen(2wt) (130)

¢ dada por

sen(2D)H. (131)
Portando, uma nova lei de atualizagao para D(t) sera

D(t) = y(t)%sen(?wt), (132)

e o sistema médio associado ao erro sera

Day = sen(2D)H, = Do, =2HD,,, H <0, (133)

apresentando infinitos pontos de equilibrios assintoticamente estaveis em kw, k € Z.
Uma dificuldade a ser contornada nessa proposta é que a condicao inicial do atraso
desconhecido deve estar limitada entre [0, %).Caso a estimativa D(0) do atraso inicie fora

desta condicao o sistema pode se tornar instavel.
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Publicacao

Trabalho aceito para publicagao [47] realizado durante o mestrado e que serviu de

base para o desenvolvimento desta dissertacao.

FERREIRA, D. C; OLIVEIRA, T. R. Otimalidade Inversa em Controle Extremal
com Atrasos. XIV Simpésio Brasileiro de Automacao Inteligente - SBAI, 2019, Ouro
Preto.
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