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RESUMO

NICOLAU, Leonardo Issa. Andlise de transicdo entre cabos coaxiais constituida por
corrugagoes e desniveis angulares. 2011. 124 f. Dissertagao (Mestrado em Engenharia
Eletronica), Faculdade de Engenharia, Universidade do Estado do Rio de Janeiro, Rio
de Janeiro, 2011.

Esta dissertacao apresenta um formalismo baseado no Método dos Elementos Fini-
tos (MEF), adequado a andlise de descontinuidades coaxiais com simetria axial, entre
duas linhas coaxiais quaisquer, incluindo corrugacoes nos tubos internos e externos. Pelo
método de Galerkin-Budnov deduz-se um operador integral bi-linear, aplicado ao campo
magnético, expandido em todo o dominio da estrutura, coaxial-descontinuidade-coaxial.
As portas de entrada e saida da estrutura sao posicionadas distantes da descontinuidade,
de forma que nelas sé haja o modo Transversal Eletromagnético (TEM). O campo mag-
nético procurado ¢é obtido pelo MEF. Os resultados encontrados; perdas de retorno, com-
portamento do campo magnético e as equi-fases nas portas de entrada e saida da estrutura,
foram calculados e confrontados com as do Método de Casamento de Modos (MCM), com
um alto grau de concordancia.

Palavras-chave: Modo TEM. Modo (T'M,,)). Cabo coaxial. Método dos Elementos
Finitos. Critério de Galerkin-Budnov. Equacao da Onda.



ABSTRACT

This paper presents a formalism based on the Finite Element Method (FEM),
suitable for analysis of discontinuities with axial symmetry, between any two coaxial
lines, including corrugations. The method of Galerkin-Budnov follows a bi-linear integral
operator, applied to the magnetic field, expanded in the whole area of the structure,
coaxial-discontinuity-coaxial. The input and output ports of the structure are far from of
the discontinuity, so that therein there is only the TEM mode. The magnetic field sought
is obtained by MEF. The values for the return loss, and the magnetic fields at both ports
were calculated and compared with those yielded by Modes Matching Technique, showing
good agreement.

Keywords: TEM Mode. T'M(,,—o,m) Mode. Cabe coaxial. Finite Element Method. Crite-
rion Budnov-Galerkin. Wave Equation.
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INTRODUCAO

Secoes de guias nao uniformes, cornetas retangulares ou cilindricas e cabos-coaxiais,
sao, frequentemente, utilizados como adaptadores entre transmissor ou receptor e a an-
tena.

Nas operacoes, em banda larga de frequéncia, em que a estrutura alimentadora da
antena deve apresentar alto desempeho, é imprescindivel que se faga uma analise rigorosa
do desempenho da secao nao uniforme, a fim de se otimizar os sistemas, nos enlaces.

Neste trabalho serao aplicados os Métodos de Galerkin-Budnov e dos elementos
finitos para efetuar a modelagem numérica dos campos eletromagnéticos no interior de
estruturas coaxiais, interligadas por elemento, também coaxial, descontinuo, veja Figura
1.

A andlise de estruturas coaxiais, nao uniformes, suportando o modo TEM, foi
efetuada por diversos autores [2-7]. Na literatura, hé trés diferentes abordagens, uteis na
andlise destas estruturas, que se fundamentam na equacao da onda, aplicada ao campo
magnético azimutal do modo TEM.

Na primeira abordagem, a solugao é procurada no sistema de coordenadas circu-
lares, onde a equacao da onda tem um de seus termos indeterminados, pelo fator (%)
Para levantar esta indeterminacao [4] aplicou um mapeamento <\/%7> na fungao procu-
rada (Hy), ou seja Hy = /T H'y. A solucao passa a ser investigada por um novo operador
de Helmbholtz, fungao de (H'y). Esta técnica é a adotada neste trabalho.

Um outro procedimento, muito mais simples que o primeiro, que, também, se rela-
ciona ao MEF, formula a analise, pelo método de Galerkin-Budnov, no espaco de Hilbert
tridimensional, cujo produto escalar se refere ao elemento de volume dv = rdfdrdz. De-
vido a simetria angular da estrutura, a analise passa a ser bi-dimensional, e o produto
escalar, condizente ao elemento de area ds = rdrdz, suprime, automaticamente, a inde-
terminagao do termo da formulacao [5], sem nenhum esforco.

Finalmente, a terceira técnica apresentada em [6] centraliza a andlise no calculo da

matriz espalhamento da fungao entre as duas linhas coaxiais. As equagoes sao resolvidas



18

usando o MEF.

A anélise é aplicada numa estrutura tridimensional, vide Figura 1 no capitulo-1,
mas, devido a simetria angular da estrutura, a andlise é adaptada bidimensionalmente,
vide Figura 4 e Figura 6 no capitulo-2.

Este trabalho é composto por 6 capitulos e um apéndice.

No capitulo-1: faz-se um estudo aprofundado dos modos TEM que se propagam em
cabos coaxiais. Sera mostrado que, embora o modo fundamental, nos cabos-coaxiais, tenha
por suporte correntes fluindo nas superficies dos tubos, interno e externo, da estrutura,
a analise é efetuada no dominio aberto, regiao sem fontes, adaptando-se as fronteiras
suprimidas, as adequadas condi¢bes que o campo magnético tem que satisfazer. A anélise
passa a ser a de um problema de valores de contorno em regioes sem fontes.

No capitulo-2: é desenvolvida a formulacao da descontinuidade (cabo coaxial —
descontinuidade coaxial — cabo coaxial). Com base no critério de Galerkin-Budnov, e
com o auxilio do mapeamento seguido por [4], para se levantar a indeterminagao inerente
desta abordagem, obtém-se um formalismo adaptavel ao método dos elementos finitos.

Capitulo-3: neste capitulo é feito um estudo do método dos elementos finitos,
que sera aplicado na solucao do formalismo apresentado no capitulo-2. Sao desenvolvi-
das; a transformada geométrica e as funcoes quadraticas da interpolacao de Lagrange,
que definem os elementos finitos sub-paramétricos triangulares utilizados na analise deste
trabalho.

Capitulo-4: aplica-se o método dos elementos finitos na solucao do formalismo
da descontinuidade entre linhas coaxiais, apresentado no capitulo-2. Serao calculadas as
respectivas integrais de drea e de linha, proprias de cada termo da matriz de rigidez.
Assim como, o vetor de carga, condi¢ao de Dirichlet do problema, relacionado a poténcia
injetada na estrutura, pela porta de entrada.

Capitulo-5: deduzem-se os parametros de interesse da andlise: perda de retorno,
na porta de entrada da estrutura e a poténcia que flui pela porta de saida da mesma.

Capitulo-6: sao analisadas diversas estruturas relacionadas as descontinuidades:

cabo coaxial—descontinuidade coaxial—cabo coaxial, pelo formalismo desenvolvido, neste
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trabalho.
Apéndice-A: para completar o desenvolvimento da andlise é desenvolvida a integral,
no elemento de referéncia fglzo fn(igg) Ly Ly LS dyde = % imprescindivel na

elaboracao dos resultados.
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1 ANALISE DOS MODOS TEM EM CABOS COAXIAIS

1.1 Introducao

Neste trabalho serao analisadas descontinuidades, com simetria axial, entre quais-
quer linhas de transmissao coaxial, como mostra a Figura 1.

As linhas coaxiais tém extensao, ao longo do eixo da estrutura “z”, suficiente para
que os modos excitados, nas portas de entrada (S7) e saida (S3), sejam somente o TEM.

Portanto, é imprescindivel que se faca um estudo dos modos TEM que se propagam

em cabos-coaxiais. Assunto pertinente deste capitulo.

1.2 Modo Fundamental em Cabos-Coaxiais [1]

E bem sabido que o modo fundamental excitado nos cabos-coaxiais, vide Figura
1, ¢ o modo TEM. Este modo nao tem frequéncia de corte, inicia-se na frequéncia zero e

acima de alguns GHz é atenuado, dando lugar aos modos superiores: TE e TM.

Porta {d"'l ,]A‘CCSSU RE$i5°J Regido de transigio - Regiio Porta de Acesso

| 1 1] 1l (52)

Figura 1 Estrutura tridimensional. Regides: I - cabo coaxial (aq,b;); II - ndo-uniforme

(descontinua); III - cabo coaxial (ag, by).

Na Figura 1:
. Héi) : Campo incidente na porta de entrada da estrutura;
° Hb(,s): Campo refletido, pela secao de transicao na regiao I;

° He(t): Campo transmitido, pela secao, na regiao III, saida da estrutura;
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Um dos procedimentos de se estudar os modos que se propagam em estruturas
condutoras de ondas eletromagnéticas, é pelas equagoes reduzidas (em componentes: lon-
gitudinal e transversal) de Maxwell [1].

Sejam as equacoes de Maxwell, excitacao e™/«t

VAH= jweﬁ + J.Z (Equagao de Amperes)
VAE = —jwulj] (Equacao de Faraday)
V-D=p (Equacao de Gauss)

V-B=0 (Equagao da Densidade de Fluxo-Magnético)

1.2.1 Célculo das equagoes de Maxwell reduzidas [1]

Os campos (E, H) e o operador nabla sao expressos pelos componentes transversais

e longitudinais.

E(w,y, z) = Et(:c,y, 2)+ E,(z,y,2)Z : ﬁt =E,(z,y,2)T+ Ey(x,y,2)y
H(z,y,2) = Hi(z,y,2) + H(z,y,2)Z 5 Hy = Hy(z,y,2)7 + Hy(z,y,2)7 (2)
V=V,+27 ; Vi=2i+ 2y

Substituindo (2) na equacao de Amperes (1) e igualando as componentes longitu-

dinais e transversais de ambos os membros:

ViAH, = (jweE, + J.) Z (3a)
OH B
ZN a—zt + Vi ANH.Z = jwege, Ey (3b)

Aplicando o mesmo raciocinio na equacao de Faraday ou o teorema da dualidade

nas egs.(3), tém-se:

ViANE, = —jwpH,Z ;  Pois, M,=0 (4a)
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OF,

INGE AV NEE = —jopop By 3 =1 (4b)

Com auxilio de (2) reduzem-se as equagoes:

B E.
V- E = g - 882 : (Gauss) (5a)
V.- H, = —aéiz (Fluxo Magnético) (5b)

As equagoes reduzidas de Maxwell, (3), (4) e (5), sao inerentes a qualquer modo:
TEM, TE,,,, TM,,, e o hibrido HEM,,,, desde a frequéncia DC até o ultra-violeta,
quando o comprimento de onda torna-se compativel ao das dimensoes moleculares ou
atomica da estrutura, impondo, portanto, conceitos quanticos a formulacao que nao sao
considerados neste trabalho.

Para os modos (T'Eym, TM,,,, ¢ HEM,,,) caracterizados pelas componentes lon-
gitudinais (E, ou/e H.) os campos (E e H) estdo acoplados como mostram as equagoes
(3), (4) e (5). J4 para o modo TEM (E, =0 e H, = 0) os campos (E e H) se deslocam,
o que possibilita formular a propagacao, deste modo, por um dos dois ramos distintos do

eletromagnetismo: eletrostatica ou magnetostatica, como sera evidenciado, a seguir.

1.3 Formulacao da Propagacao do Modo TEM pela Eletrostatica

O modo TEM ¢ caracterizado por ondas que se propagam, por exemplo ao longo
do eixo “z”, com E, =0e H, = 0.

Substituindo estas condigoes nas equagoes reduzidas de Maxwell (3), (4) e (5),
percebem-se que os campos elétrico e magnético sao desacoplados e a propagacao pode
ser, indiferentemente, formulada ou pela eletrostatica ou pela magnetostatica, seja:

Formulacao pela Eletrostatica

A identidade vetorial VA A =0 — A = £V, eq.(4a), implica: V, A E'y = 0 —

E’t = —Vtgol.
Pela eq.(5a): V- E', = %’ — Vi = £,

€

Portanto, a formulagao pela eletrostatica se baseia em:



onde

Tabela 1 Equacoes de Maxwell adaptadas a formulagao do Modo TEM.

Eletrostatica Magnetostatica
(4a)  V,AE =0 (3a)  V,AH, =J.7
(5&) Vt . Et = f (5b) Vt . Ht =0

Os campos transversais continuam acoplados:
(3b)  ZA YL = jwee, E

(dualidade)
(4b) ZA %L = —jwpoH,
E’t(x, y,2) = =V (x,y, 2) — ¢ — Potencial escalar elétrico
Vi (x,y,2) = —M — Equagao de Poisson

Parte-se da equagao de Faraday reduzida, eq.(4b):

. (. OE, , . OH,
Z N (z/\ 9.2 ) = —jwl (Z/\E>

Substitui-se a eq.(3b) em (7):

O%E,
022

‘l— kQEt - O
A eq.(8) mostra que o campo elétrico do modo TEM pode ser separado em

—

Ey(x,y, 2) = é(x,y) Ze(2)

Substituindo (9) em (8) tem-se Z.(z), portanto:

—

Et($7y7 Z) = 5($7y) (E+e_jk’z + E—e—i—jkzz)

é(z,y) - vetor modal elétrico.

- Z.(z) - componente longitudinal elétrica.

23

(10)

Parte-se da equagao de Amperes reduzida, eq.(4b), com o mesmo raciocinio feito
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para o campo elétrico, obtém-se

—

Hy(z,y,2) = h(z,y) (Hfe 7 + H™e™%?) (11)
onde

- h(z,y) - vetor modal magnético.

- Zn(z) - componente longitudinal do campo magnético.

Os campos elétrico E,, eq.(10), e magnético H,, eq.(11), estao acoplados.

Substituindo as eq.(10) e (11) em (4b), tem-se uma relacio entre (H, e Ey):

7 jk > + —jkz — _+ikz
H, = +- ZNE) | ETe % — F e 12
] | 02)

Levando a eq.(11) em (12), obtém-se o vetor modal magnético em funcdo do

elétrico:
Zh(Z) _ E—i—e—jkz . E—e+jkz (13)
- (zA E) (14)
ou
— 1 =
h=-(Z/N¢) (15)
n
onde

- Zy =/ = 1207

- n - Impedancia de onda do modo TEM ou impedancia intrinseca do meio.

Substituindo a eq.(13) em E"t(x, y,z) = =V (x,y, 2), eq.(6), deduz-se que: ¢'(x,y,z) =
o(x,y) (E+e_jkz + E‘e*jkz), e a equacao de Poisson se restringe a secao transversal da

linha:
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p(r,y) (16)

€r

Pois p/(l" Yy, Z) = p(l‘7 fy) (E+€*jkz + E’*e+jk‘z)'
A formulagao, ainda nao concluida, se fundamenta na equagao de Poisson do po-

tencial escalar transversal, ou seja:

Vip(a,y) = 22 .

ez, y) = —Vip(z,y)

Ey(z,y,2) = —Vip(z,y) (Bte % 4 B-etik?)

—

Hy(x,y,2) = [ZA (—Vtcp(x,y))] (ﬂe*jkz _ En—_eﬂkz> (18)

n

As eqs.(18) podem ser expressas, também, em funcao dos coeficientes do campo

magnético

Entao:

Ey(z,y,2) = n(=Vip(z,y)) (H e — H-etiks)

—

Hi(z,y,2) = [ZA (—Vtgo(x,y))} (H*e’jkz — H’e*jkz) 1)

A formulacao é estabelecida, transformando o problema de Poisson, definido no
dominio fechado da estrutura 2 = (ﬁ—i— F), veja Figura 2, no problema de Laplace,
delimitado na regido aberta da mesma, Q = Q.

Assim, vide Figura 2, o problema passa a ser caracterizado pelo seguinte formal-

ismo de Laplace
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Figura 2 Dominio aberto da estrutura = €.

No aberto 2 = Q Nas fronteiras (ry, 79, ,7y,)
Vf(x,y, Z) =0 Pr) = P1
90(1”2) = (g (20&)
Plrn) = $n
€= —Vp(z,y) (20b)

B —pe(H e % — H—etikz
j nef e e ) (21)
H, = (Z A 5) (Hte ik + H~etikz)

As fontes nao foram suprimidas da anélise. Elas sao obtidas pelas condigoes de

fronteira entre dielétricos e condutores, ou seja, vide Figura 2:

(22)
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1.3.1 Calculo dos campos eletromagnéticos do modo TEM

Neste item, serao calculados os campos eletromagnéticos do modo fundamental
(TEM) de cabos-coaxiais.

A linha coaxial é mostrada na Figura 2. O condutor interno tem raio “a” e o
externo “b”. O meio é caracterizado por um dielétrico: p = g e € = €per.

Devido a geometria da estrutura e as condi¢oes do potencial serem impostas em
fronteiras circulares p(r = a) = Vi e p(r = b) = 0, a equagao de Laplace é aplicada no
sistema de coordenadas circulares, independente da variavel angular. Portanto; Flt(r, z),
Ey(r,z) e % = 0.

Equagdo de Laplace VZ¢p(r) = %i (r%‘f) =0.

Pela Figura 2:

o(r)=Cilnr + Cy (23)

Aplicando as condigoes de Fronteira

r=a p(r=a)="V, Vo=Cilna+ C, (24)
r==b e(r=0)=0 0=C;Inb+ Cy
Resolvendo a eq.(24) tém-se:
Cl = ‘/0 Cg Vb Inb (25)

(3 i (})
Substituindo eq.(25) em (23), deduz-se o potencial escalar, numa se¢ao do cabo

coaxial:

olr) = —1% n(7) (26)

O vetor modal elétrico é calculado por (20a)

(27)
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—

O vetor modal magnético: h = (Z A 8) sera:

—

> Vo dg
h(r) = —0 %0 28

= (28)
Levando as eqs.(27) e (28) em (21), deduzem-se os campos eletromagnéticos, das

linhas coaxiais, utilizados no capitulo-2, para se analisar a estrutura, coaxial-descontinuidade-

coaxial, vide Figura 1, proposta neste trabalho:

=3 =

(H+e—jkz _ H—e+jkz) ar

s = (s )
Hy(r,z) = (1?—)

Na analise realizada no capitulo-2, a diferenca de potencial entre os dois condutores,

(29)

=3 =

(HJrefjkz + H*eJrjkz) a0

r = (a,b), serd considerada unitaria, Vj = 1 volt, vide eq.(29).

1.3.2 Equagao da onda da linha coaxial

O critério, do item anterior, que possibilitou o problema de Poisson (definido no
dominio fechado da estrutura) ser solucionado pelo de valores de fronteira de Laplace
(definido no aberto da respectiva estrutura) serd, novamente, empregado para se obter a
equagao da onda (Helmholtz) pertinente & anélise da descontinuidade entre linhas coaxiais.

No dominio aberto da estrutura, veja Figura 2, as equagoes de Maxwell se rela-
cionam as regioes livres de fontes, satisfazendo as condi¢oes dos campos elétrico e mag-

nético nas respectivas fronteiras das regioes, portanto:

VA ﬁg = jweoerﬁ

. . (30)
V-E=0

. (31)
V-H=0

Aplicando o rotacional na equagao de Amperes, eq.(30). Substituindo na equagao
resultante a equagao de Faraday e a equagao de Gauss, eq.(31), obtém-se a equagao da

onda que sera utilizada no capitulo-2.
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(32)
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2 FORMULACAO DA DESCONTINUIDADE COM CORRUGACOES
ENTRE CABOS COAXIAIS

2.1 Introdugao

A estrutura bidimensional, que serd analisada neste trabalho, vide Figura 3, se
refere a descontinuidade com corrugacgoes entre dois cabos coaxiais. A estrutura, na
realidade, ¢é tridimensional, vide Figura 1, mas devido aos modos procurados serem
independentes da varidvel angular, n=0, caracteristica do modo TEM, a andlise torna-se
funcao, somente, das variaveis radial e longitudinal e o problema bidimensional.

Na analise proposta considera-se que uma onda TEM, conhecida, incida na porta
de acesso (S,=1), no cabo coaxial de entrada da estrutura, regido-I, Figura 3. A descon-
tinuidade, regiao-11, Figura 3, reflete na regiao-I e transmite na regiao-III parcelas desta
onda incidente, como também gera modos superiores (7'M m)). Nos dois cabos coaxi-
ais, regioes-(II e III), vide Figura 3, os modos superiores se encontram abaixo de suas
frequéncias de corte, enquanto que na regiao de transicao podem ou nao ser evanescentes.

As portas de acesso da estrutura (S,=1, S,—2) s@o colocadas suficientemente afas-
tadas da transicao, de modo que nelas s6 haja o modo TEM.

O campo magnético (componente azimutal) procurado é obtido com auxilio do
Método dos Elementos Finitos (MEF), sob condigao de fronteira de Dirichlet, ao se obrigar
a poténcia da onda incidente, na porta de acesso (S,=1), ser unitaria. O MEF é usado
para solucionar a equacao de Helmholtz escalar do campo magnético, que sera deduzida

neste capitulo. Consequentemente, com o conhecimento do campo magnético calculam-se

o coeficiente de reflexdo na porta de entrada (S,—1) e o de transmissao em (S,—3).

2.2 Equacao de Helmholtz Escalar

Como a porta de entrada da estrutura (S,—1) é excitada pelo modo TEM com
poténcia unitaria, os unicos modos superiores que se acoplam ao TEM sao os modos

T Mn—o,m), sem variacao angular.
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Estes modos sao caracterizados por:
E(r,2) = B.(r,2)a@, + E.(r,2)Z

Hy(r,z) = Hy(r,2)@y  (H.=0)

Enquanto que o TEM:

—

E.=E.(r z2)d,
Hy = Hy(r, 2)dy (H.=0)

Os campos magnéticos dos modos T'M g,y € TEM sdo casados nas portas de acesso
(Sp=1, Sp=2), (H, = H, = 0) e os respectivos modos se acoplam, ja que ﬁ(r, z) do
modo (TEM) dos cabos coaxiais nas portas de entrada e de saida entre a regido de
descontinuidade se adaptam aos modos (7'M ) da regiao de descontinuidade.
Considere a excitagao harmonica ( e/?).

As equagoes de Maxwell em regioes livres de fontes, veja item-(1.3.2) capitulo 1, sao:
V A Hy = jwege, E (Equagao de Amperes)

V AE = jwuoH, (Equagao de Faraday)

V-E=0
V-Hy=0

Aplique o rotacional na equagao de Ampéres, apds dividi-la pela permissividade

relativa (e,):

—

1 -

Substituindo a equacao de Faraday na eq.(1) tem-se a equacao de Helmholtz veto-

rial que rege a andlise eletromagnética da estrutura:

1 . .
VA <€—v A Hg> —kiHy =0 (2)
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onde ky é o numero de onda no ar.

A eq.(2) é funcdo exclusiva da componente azimutal do campo magnético (Hy =
Hydy), portanto, pode-se antecipar que a equagao vetorial (2) se reduz a uma equagao
escalar em (Hyp), como é mostrado no item seguinte.

O campo elétrico é obtido, sem dificuldades, substituindo-se (ﬁg) na equacgao de

Ampéres.

2.3 Formulagao Eletromagnética Basica da Descontinuidade com Corrugacoes

entre Cabos Coaxiais

Neste item serd resolvida a equacao de Helmholtz, eq.(2), que rege o comporta-
mento eletromagnético de descontinuidades simétricas com corrugacoes entre cabos coax-
iais, excitados pelo modo TEM (modo fundamental do cabo coaxial), veja Figura 1 e
Figura 3.

A estrutura é excitada pelo modo TEM (porta de acesso-(1), vide Figura 3). Os
unicos modos superiores, evanescentes, gerados pelas descontinuidades serao os T'M,—o, m),
ja que sao os que se acoplam ao TEM. A andlise, portanto, é estendida, somente, aos mo-
dos (TEM, T'M(, m)), aqueles que nao apresentam variagao angular (% = 0).

A equagao de Helmholtz, eq.(2), serd solucionada pelos Métodos de Galerkin-
Budnov (MGB) e dos Elementos Finitos (MEF).

O operador que compde a equagao de Helmholtz, eq.(2), é auto-adjunto. Portanto,
a eq.(2) pode ser, também, solucionada pelo método variacional (MV) no lugar do (MGB).
Optou-se pelo (MGB), por ser mais simples de ser manuseado.

O equacionamento do problema de valores de fronteira pelo (MGB) subentende os
seguintes passos:

a) A funcéo procurada (fungao tentativa) é expandida num espaco de base, cujas
funcoes satisfacam as condicoes de derivacao “fraca” do operador e as de fronteira no

dominio da estrutura.

Ng
Hg(?’, Z) = Z qp(ﬁp(ra Z) ép(rv Z) = Np(ra 2)59 (3)
p=1
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onde:

-{B,(r,2);p=1,2--- Ng}: sao as fungoes de base do espago de Hilbert <Hél)(Q)>
“enfraquecido”. As fungoes {F,(r, 2) = N,(r, 2)dyp} sao as fungoes de forma ou de interpo-
lacao dos elementos finitos.

- {¢,}: As coordenadas das respectivas fun¢oes de base {Z,(r, z)}.

-{1,2--- Ng}: s@o os nés de interpolagao dos elementos finitos, onde “Ng" corre-
sponde ao né de numeracao maxima.

- A condicao de fronteira, desta andlise, é fixada pela imposicao do campo mag-
nético, no cabo coaxial (ﬁéi)(Sp:1)>, incidir na porta de entrada da estrutura, porta de
acesso (S, = 1), vide Figura 1 e Figura 3, com poténcia unitaria.

Forma “fraca” ou espacgo de Hilbert “enfraquecido” (Hél)(Q)) significa que as ex-
igéncias impostas pelo operador as fungoes de base {@,(r, 2); p = 1,2 - - N}, inicialmente
em (Hé2)(§2)), serao atenuadas diminuindo-se o grau de derivacao da respectiva base. O
método de “enfraquecimento” de uma formulacao consiste em transferir a imposicao de
derivagao sobre o espaco de base a um outro espaco; o das fungoes de ponderacao.

O enfraquecimento do (MGB), usado neste trabalho, consiste, portanto, em se
expandir o dominio da funcao tentativa transferindo as imposicoes de derivacao do espaco
das funcoes de base <H(()2)(Q)> ao outro espaco, o espaco das funcoes de ponderacao, que
inicialmente se encontra em (Hé”(Q)).

A formulacgao enfraquecida, sobre operadores de ordem par, que sao auto-adjuntos,
é aquela em que as imposicoes de derivacao sao idénticas em ambos os espacos. Neste
trabalho, a imposigao é de ordem 2, vide eq.(2), portanto o enfraquecimento se verifica
em (Hg”(g)).

Quando o espago de ponderagdo for o mesmo das funcoes de base {g,(r, 2);p =
1,2--- Ng}, o método de Galerkin é classificado como sendo o de Budnov (MGB). Se
ambos os espagos forem diferentes, o método é referenciado como o de Petrov. Neste
trabalho sera utilizado o de Galerkin-Budnov.

Algumas das fungoes de Forma (fungoes de interpolagao dos elementos finitos tri-

angulares) sao visualizadas na Figura 3.
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Regido (111)
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Figura 3 Algumas das Funcoes de base (NV;, N;, N,.) da expansao do campo magnético

(Fungoes de forma dos elementos finitos) e a estrutura bidimensional

b) O dominio espacial da estrutura serd discretizado em elementos finitos triangu-
lares, vide Figura 3. Pode-se discretizar, também, em elementos quadrangulares. Entre-
tanto, neste trabalho serao utilizados, unicamente, os elementos triangulares.

c) As fungoes de base em que se expande a fungao “tentativa”, que soluciona o
problema, vide eq.(3), {@,(r,2) = (N,(r,2)dg);p = 1,2--- Ng} sao as fungoes de inter-
polacao dos elementos finitos, conhecidas por fung¢oes de Forma dos (EF), vide Figura
3.

d) Projeta-se a equagao diferencial, eq.(2), expandida pelas fungoes de interpolacao
dos elementos finitos (fungoes de base), eq.(3), no espago dos vetores de ponderacao pelo
critério de Budnov, ou seja:

{@,(r,2) = (N,(r,2)dp);p=1,2,3--- Ng} — Espaco dos vetores de base idéntica

ao de ponderacao.

FI@(Ta Z) = Z qP(NP(Tv Z)C_i@)

A formulagao é colocada em linguagem de operador. Pelas egs.(2) e (3):

o 1 o o
L(Hp) =V A (E—V A H9> — k3 Hy (4)
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O operador da eq.(4) esta expresso na forma-forte, no espago de Hilbert (H(()Q) (Q)) )
Isto ¢, os (2)-graus de derivacao estdo impostos na funcao tentativa (Hy).

O problema é solucionado projetando o operador, eq.(4), em cada um dos vetores
que formam a base do espaco de ponderacao:

{@,(r,2) = (N,(r,2)dg) ;p=1,2--- Ng} — Espaco de ponderacao.
< L(Hy),§,) >=0  (Q=Q+T7) (5)

A eq.(b) caracteriza o produto escalar no espaco de Hilbert <H(§2)(Q)>, definida

por:
< L. g >= [[[ (w2, (6)

onde o sinal de * caracteriza conjugacao.

Substituindo as egs.(4) e (3) em (6):

=1,2,3---Ng

< L. ) >= Soas [ [ [ 1 @) - (4, )y M

Ao aplicar o método de Galerkin para solucionar o problema de valores de fronteira
(eq.(2)) e as condicoes que a fungdo tem que satisfazer nas fronteiras do dominio, a
formulacao diferencial passa a ser uma formulacao integral, cuja solucao é a equacao
diferencial inicial, conhecida por equagao de Euler, satisfazendo as condigoes de contorno
(Dirichlet). A formulagao integral discretizada pelo (MEF) origina uma matriz de [ (Ng)
equagoes e (Ng) incégnitas| como mostra a eq.(8).

Trata-se de um problema matricial de Ng sistemas de equacoes com N¢ incognitas,

ou seja:

[A{q} = {B} (8)

onde:
[A] — matriz esparsa quadrada de dimensao (Ng X Ng).

{q} — as coordenadas que s@o as incégnitas procuradas.
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{B} — Vetor de carga de dimensao (Ng). Consequéncia das projecoes das fron-
teiras de Dirichlet nos eixos do espaco de ponderacao .

A solugao da eq.(8) pode ser obtida pelo método de Gauss-Seidel.

O vetor de carga {B}, condizente com a condi¢ao de fronteira de Dirichlet do

problema, é estudado no item (2.6).

2.4 Formulagao na Forma-Forte <H52) (Q))

Parte-se da funcao tentativa, eq.(3), a fungao procurada, expandida no espago de
fungoes de base (fungdes de interpolagao nos elementos finitos que discretizam o dominio
(2)):

ﬁe('f’, Z) = Z%@('f’, Z) (9)

onde:

Gi(r,z) = Ni(r, z)dg.

Gi(r, z) — sdo as fungoes de base.

{¢;} — as coordenadas das fun¢oes de base no dominio (€2) do problema.

{Ni(r,z)} — As fungoes de forma dos elementos finitos, funcoes de base do espago
(7" @).

O passo inicial para se obter a formulacao do problema é aplicar o método de

Galerkin na eq.(7).

2.4.1 Método de Galerkin sob o critério de Budnov (MGB)

Substitui-se a eq.(9) em (5):

i%‘ ///V(L(@) + P )dy =0 (10)

onde:
i=1,2--- Ng (referem-se as colunas da formulagao matricial).

p=1,2--- Ng (correspondem as linhas da formula¢do matricial).
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De acordo com a eq.(4), a formulacao expressa pela eq.(10) encontra-se na forma-
forte (H(()Z)(Q)).

No espago das fungoes de base {g;(r,2);i = 1,2--- Ng}, sob forte restrigao em
(HéQ)(Q)>, as funcoes e suas primeiras derivadas tem que ser continuas em todo dominio

Devido a forte restricao imposta ao operador a convergéncia da funcao tenta-
tiva, eq.(9), a solugdo do problema se encontra comprometida. O impasse é superado
aumentando-se as fungoes admissiveis ao dominio do operador, eq.(4), pelo enfraqueci-
mento das restri¢oes impostas ao campo (Hy(r, z)) .

A formulagao, no dominio majorado de funcoes admissiveis, é conhecida por for-

mulacao fraca do problema.

2.5 Formulagao Fraca (Hé”(Q))

A formulacao fraca se situa em Hél) (2); espago de Hilbert, em que a nica restrigao,
imposta sobre as funcoes de base, exige que elas sejam continuas no dominio fechado
(Q = Q+T7T) da estrutura. Ao contrario da formulagio forte, na forma enfraquecida nao
ha necessidade de continuidade da primeira derivada, estendendo-se, portanto, o dominio
das fungoes admissiveis a solugao exata do problema.

A formulagao forte, eq.(10), é enfraquecida com auxilio dos seguintes passos:

2.5.1 Formulacao Forte (HSQ)(Q)), eq.(10), em notagao de produto escalar

p=123---Ng (p — linhas da notag@o matricial).
i=1,2,3---Ng (i — colunas da notagao matricial).
Seja:
1 — -
<VA (—v A H9> LB, > —ko®> < Hp, 3, >=0 (11)
€r
onde:

B,(r,2) = (N,(r, 2)dy). {F,} — Espaco de ponderacao.

Hy — 6 dado pela eq.(9).
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{3;} — Espago de base.
Como o critério é o de Budnov {g,} = {&;}.

Aplica-se, na eq.(11), a identidade vetorial:
V-(ANB)=B-(VAA) —A-(VAB)
com as seguintes consideracoes:

— 1 — —
A=—VAHy e B =g, (r,z)

€

onde o sinal de * significa conjugagao.

Portanto

1 L 1 - 1 =
V- |:<6—V/\H9>/\95p*:| :QBp*'V/\<E_V/\H9) __(V/\HG)'(V/\@'P*)

€r

Transferindo o termo negativo do lado direito ao esquerdo:

1 . 1 = 1 5
[V/\ (E—V/\Ho)} Ty = (E_V/\He) (VNG )+ V- {(E—V/\He) /\Szp*} (12)

Integra-se a eq.(12) no volume da estrutura:

///V{V/\(éV/\ﬁg)- ]dv_///{ (V A Hy) - (VA@*)]dV
/// K VAH@) p*}dv (13)

O termo do lado esquerdo da eq.(13) é escrito:

1 - 1 .
<V/\<—V/\H9>,g5p >=< —V/\HQ,V/\QB/)>+//
€ €

1 —
—(VANHg) NG, ™| -1ids
So+Spr LEr

(14)
Na integral de drea da eq.(14) utilizou-se o teorema da divergéncia. O vetor 7
¢ o unitario normal as fronteiras, dirigido para fora das regides: Sq (érea envolvendo a

estrutura) e Sgy, (drea circundando cada elemento finito).
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O termo da esquerda, da eq.(14), se encontra em HéQ) (Q) e os da direita em H(()l) (Q).
Substituindo a eq.(14) em (11), a formulagao se enfraquece e o espaco em que se
coloca a anélise é o H(()l)(Q), seja:

1 - -
<—V/\Hg,V/\Qﬁp>—]€02<Hg,93p>+//|:€ (V/\Hg)/\(pp ﬁdszo (15)
S T

€r

Na eq.(15) a restrigdo maxima de derivagao sobre as fungoes de base é a de ordem-
(1), exigindo que a continuidade seja imposta somente nas respectivas fungoes, nao em

suas derivadas.

2.5.2 Transformando a andlise tridimensional em bidimensional

A eq.(15) se refere a anélise da estrutura, num espago tridimensional, como mostra
a Figura 1. Mas, como a estrutura apresenta simetria de revolucao em torno do eixo
longitudinal “z”, a analise pode ser feita bidimensionalmente, de acordo com a Figura 3.

Aplicam-se os produtos escalares na eq.(15):

/ / / { v NHy -V AG, ) ~ ky? (FI@ -3, )] rdgdrdz+(Is, +Is, +Is) =0
0=0 Jr=a J z=t1 €r
(16)

onde:
Is

,, — Integral de drea na porta de entrada da estrutura, acesso Sy, z = t;, vide

Figura 3 e Figura 4.

b1
Ig, = / / [ VAH9>/\95,3*1-ﬁrd9dr, (7t = —3)
6

Como (Hy e @,) independem da variavel “¢”:

I
|
w

=a

b1 1 -
Is, = 27r/ L— (V A Hg) NG, } (=Z)rd, (17)

onde:

— permissividade do cabo coaxial, no acesso 5.
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(ay,b1)— raios interno e externo do respectivo cabo.

Is,,— integral de drea na porta de salda da estrutura, acesso Sy, z = fa, veja

Figura 3 e Figura 4.

21 b
2 1 .
[StQ = / / |:— (V VAN H9> VAN (ﬁp *1 - nrdydr (ﬁ = +Z)
6=0 Jr=ay LEro

Com o mesmo argumento anterior, tem-se:

ba 1 .
Is,, = 27r/ [— (V A H9> NG, *} ~(+2)rdr (18)

=az 67’2

onde:

€,,— permissividade do cabo coaxial, no acesso St,.

(ag, by)— raios interno e externo do respectivo cabo.

Is— Integrais de drea nas paredes condutoras elétricas e entre os elementos, nas
regioes I, Il e III, vide Figura 3 e Figura 4, estas integrais sao nulas. Portanto, nao
contribuem na anélise do problema, conforme comprovacao a seguir:

Considere a integral nas superficies condutoras elétricas que envolvem a estrutura,

pela Figura 5 o = 00, os respectivos condutores sao perfeitos.

€

1 -
Ioeo = 27T/ [— (V A H@) NG, *} -nrdz (19)
(Li+l2)

Figura 4 Percurso da integral de linha referente a integral de area que contorna a estrutura.
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Pela equagao de Amperes V A Hy = jweoerb:, a eq.(19) se escreve:

Ipeoo = jwe027r/ <E NG, *) -nrdz
(l1+12)

Com auxilio da propriedade do produto escalar triplo:

Ioeoo = jw60277/ Gy (ﬁ A E) rdz (20)
(Li+l2)

A componente tangencial do campo elétrico em condutores elétricos perfeitos é

nula:

i A E =0 (sobre condutores perfeitos)

Portanto, a integral de superficie I, =~ 0.

Seja, agora, a integral sobre a superficie entre dois elementos finitos. Veja Figura
i

Figura 5 Elementos finitos, fronteirico entre duas regioes distintas.

Is,,— Integral de area na fronteira entre dois elementos finitos em regioes distintas,

zZ = tE

2T b 1 . . ) 1 B B )
ISE B /00/ {|:Er1 <VAH91>/\(‘OP )} np |:ET2 <V/\H92> /\90,0 >:| 'Tl2}7”d9d7”

r=a
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onde:
VA ﬁgl = JWepEr, El
VA ﬁgZ = jweoeTQEg

Entao

b

hE:%p@/‘[@iA@ﬂ-m+<@AﬁJ»ﬁ4Mr

r=a

Aplicando a Lei do produto escalar triplo:

b
Is, = jw027r/ Gp” [7’71 N Ey 41z A EQ] rdr (21)
Chamemos 77 = ny = —ns.

A eq.(21) se escreve:

b
ISE = ijQTF/ QBp * |:7_i A\ (El — EQ) d’l“ (22)

=a

Pela condigao classica de fronteira:
As componentes tangenciais do campo elétrico, na fronteira entre dois dielétricos

distintos, sao idénticas, portanto:

A integral de area referente as regioes distintas nao contribui a andlise da estrutura.
A eq.(22) é identicamente nula.

Substituindo (Ig,, Is, € Is) eqs.((17), (18) e (22)) na eq.(16) tem-se:

([ [508) wr0r- s 5
b .
—[ [;(VAmQA@ﬂ  Zrdr

=ai Stl

+/ [—(VAmQA@ﬂ Erdr p =0
r= 67"2 Siz

=a2
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A andlise passa a ser bidimensional, veja Figura 3, regida por:

b to 1 . b to .
/ / L— <V A H.9> (VAG, *)} rdrdz — koz/ / (H@ By *> rdrdz
r=a J z=t1 T r=a J z=t
1 -
— — (VA Hy /\gﬁ*]-i’rdr
/rl(al,bl) |:€7’1 ( ) g

1 -
+/ {— (VA fy) /\95,;*} Zrdr =0 (23)
2(az2,b2)

€ry

As integrais de linha, sobre as portas de acesso (1 e 2), eq.(23), sdo, a seguir,
avaliadas mais convenientemente, visando a aplicagao do Método dos Elementos Finitos.

Pela lei de Amperes:

VA F[gl = jweoeplﬁl (sobre I'7)
(24)
VA ﬁgQ = jweOGFQE; (sobre I')

Substituindo a eq.(24) nas integrais de linha da eq.(23):
Iy = [ jweo |Epy NG| - Zrdr = j 5 (71 By
r(%> /F Jweq (2)/\% Zrdr = jweg /F(l) o, (ZN ) rdr
2

Para aliviar a notacao, os indicativos das regioes, (1), serao omitidos.

2

O campo elétrico em ambos os acessos serd (E = E,.7+ E,Z) para o modo TEM,
E.=0.

Substituindo a eq.(24) em (23), tem-se:
I= jweo/ [(@hds) - (Erdg)] rdr = jweo/ (@5 Ey) rdr (25)
r r
Pela lei de Amperes obtém-se a eq.(25) em funcao de Hy(r, z), seja:

VA I‘._ig = jweoerﬁ
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Em coordenadas cilindricas:

. 1[0 O(H)\. (@ O\, .. (0(rHsy) 0.
VAHQ_T[((?@_ 0z )“’”+<az_ar)<m9)+< o o)’

Os respectivos componentes dos campos elétricos sao:

= 1 8]—[9 - 1 8(rH9) 5
B(r,2) = _ -
(r,2) JWeEQEr [ 2: "t ey Z]
B, = —+ 9og, (26)

Jwep€, 0z

Levando a eq.(26) em (25) as integrais de linhas nos acessos (1) e (2) sdo expressas

em funcao de %:
PR B R ORI (27)
(2) — T, € o, e
(2)
_ +ZAd,) = +a
Ky = kov/er ( ) o

Substituindo a eq.(27) em (23), a andlise da estrutura, regida pelo formalismo

bidimensional, torna-se, unicamente, fun¢ao de Hy(r, z):

1 - .
// L— (V A Hg) . (V A 95’;)} rdrdz — ko? // (gﬁ; . H9> rdrdz+
Q T Q
1 e 8]-79 1 o aﬁ@ o
/F1 a ((pp % ) rdr /F2 o (gpp o ) rdr =0 (28)

onde :

Q(r, z) — indica o dominio aberto da estrutura, vide Figura 3.

[’y — fronteira da porta de acesso z = t;, cabo coaxial de dimensoes (ay, by).

[’y — fronteira da porta de acesso z = tq, cabo coaxial de dimensées (az, bs).

A eq.(28), embora apropriada a andalise da estrutura que este trabalho propoe a
realizar, veja Figura 3 e Figura 4, ela ainda nao se encontra na forma adequada a solugao
do problema, uma vez que nao hd nenhuma indicacao sobre as condicoes que o campo

magnético tem que satisfazer nas fronteiras da estrutura, condigoes de Dirichlet. Na falta
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destas especificacoes, a solugao recai num sistema matricial inconsistente da forma:

[Al{q} =0

No préximo item serd encontrada a condi¢do de fronteira que, aplicada a eq.(28),
resulta num formalismo consistente. Isto é, no sistema de equagoes, cuja solucao ¢é facil-

mente obtida pelo Método de Gauss [S], ou outro semelhante:

[Al(veune) {2t (ve) = {B}ve)

onde :
[A](Ngxng) — Matriz de Rigidez.

{a}(ng) — Vetor das coordenadas dos vetores de base. Sao as incégnitas do prob-

lema.

{B}(ng) — Vetor de carga. Funcao das condicoes de fornteira do problema.

2.5.3 Condicéo de fronteira no espaco de Hilbert enfraquecido(H,™ (Q))

O formalismo apresentado pela eq.(28) esta mal colocado, pois, expressa um sis-
tema matricial sem consisténcia. Para que ele se torne um sistema “bem definido” é
necessario caracterizar a condicao de fronteira, a de Dirichlet, em algum de seus termos.
Os campos elétrico e magnético, modo TEM, num cabo coaxial de parametros (o,

€1) e raios (ay, by; by > ay), veja eq.(29), capitulo-1, sao:

Ei(r,z) = 3<% (HHe iz — gOetikiz)
(29)

W (HWe b HOethe) = B (r,2) + Hy (1, 2)

o . 1207T

impedancia intrinseca do meio.
€o€ry v €
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(+) (=)
Er 9 ET‘ ) . A .
7y = (Jr)(r 2) =— ()(T 2) ou impedancia de onda do modo TEM.
Hy ' (r,2) Hy '(r, 2)

Os subscritos ((+), (-)) significam componentes das ondas; diretas e reversas, respectiva-
mente.

O objetivo deste ftem é expressar a integral de linha, na entrada da estrutura, em
funcao do campo incidente (He(i) (r, z)) Pois é esta componente que se relaciona com a
condicao de fronteira, necessaria a estabilizacao da formulacao.

O termo da eq.(28) responséavel pela componente do campo inicidente é:

1 (.. OH,
_[1—/7;1; <¢pg> rdr (30)

Pela eq.(29), t, = 0, Hy(r) = (Hb(,i)(r) + Hb(,s)(r)). A integral de fronteira, eq.(30), é
expressa pelas componentes; incidente He(i) (r,z = 0) e espalhada HG(S)(T, z =0) do campo
do cabo coaxial, conectado a porta de entrada da estrutura (z = ¢, t; = 0, vide Figura
5).

Pela eq.(29), t; = 0, tem-se

oty
0z

= —jks (B (1) — B (7) (31)
t1=0
A equagao eq.(31) é conhecida por condigao absorvente [6, 7| da formulagao.

Portanto, na porta de acesso da estrutura (z = t;, t; = 0) a integral de linha,

eq.(30), passa a ser fungao do campo incidente. Substituindo a eq.(31) em (30);

1k i 7(s
h=-2 [ g (800) ~ B0 )) e (32

€r
Substituindo em eq.(32); k1 = ko\/€-, € a eq.(29) H(gs) (r) = (Héi) (r) - Hy(r)), tem-se:

_ 1 (.. 0Hy ~ Jko . 0 =
I, = /T — (gop . W) rdr = —\/a 5 Gy(r) - <2H9 (r) — Hg(?")) rdr (33)

1T

Para que a eq.(33) seja expressa em fungao, somente, do raio (r) da segao, em (z = t;), é
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necessario que se considere I'y = t; = 0.
Na eq.(33), a componente (He(i) (1)) é a responsavel pela condi¢ao de fronteira de
Dirichlet do problema.
Empregando o mesmo raciocinio na porta de saida da estrutura, acesso z = tg,
tem-se a seguinte condicao absorvente:
o1,
0z

z=to

= — ko H (2 = ty) (34)

Pelo fato do cabo coaxial, conectado a porta de saida, ser semi-finito, neste acesso, so

havera a onda direta, que é a onda transmitida;

H (r, 2 =ty) = Hy(r,z = t) (35)
Portanto, em z = 5
OH, -
8_z6 t = —jkoHy(r, 2z = to) (36)
Z=12

Substituindo a eq.(36) em (28), tem-se o termo de fronteira na saida da estrutura, expresso

corretamente:

1 (.. 0Hy _ Jko L. 5
L)t

Levando as eqs.(33) e (37) em (28) obtem-se a formulagao, expressa de forma consistente,

ou seja

p=1,2,3-Ng
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// Li (V A F[@) (VA 95”;)} rdrdz — ko // <g5:2 . f[9> rdrds
Q Ler ;
], s S [ ()

2%k [V i,
_/ . (ga*.Hg“) rdr (38)
V. CLl(’“l)

p

Na formulagao apresentada pela eq.(38) houve a imposigdo de que nas portas de
entrada e de saida da estrutura sé existisse o modo TEM, portanto estas portas devem ser
fixadas (z = t; e z = ty) suficientemente afastadas da regiao da descontinuidade, regiao
II, veja Figura 6, para que os modos evanescentes 1M g ,,) nao as alcancem.

Finalmente, para resolver a eq.(38) é necessario estabelecer as condigoes de Dirich-
let que definem os valores do campo incidente (Hg(i) (r)) na porta de entrada da estru-
tura, z = t;. Esta condigao é aleatéria. Pois, como os resultados procurados, que sao :
|S11]? — Coeficiente de reflexdo de poténcia na porta de entrada e |Ss;|> — Coeficiente
de transmissao de poténcia na porta de saida, sao definidos por relagoes entre a poténcia
refletida e a transmitida, referenciada a poténcia incidente, a condi¢ao pode ser escolhida
aleatoriamente que os resultados nao serao alterados dos esperados.

Para simplificar, a condigao de fronteira, neste trabalho, sera condicionada a injecao
de poténcia unitaria na estrutura.

Neste item serd calculado o valor do campo magnético incidente (Hp ™ (r, z = t1)),
termo do vetor de carga da eq.(38), sob a condigao de que a poténcia injetada na estrutura
seja unitaria.

Pela eq.(39), tem-se os campos incidentes na porta de entrada da estrutura, veja

eq.(29) capitulo-1, que é a onda direta no cabo coaxial na porta de acesso (z = t;). Figura

3 e Figura 1.
. )
E£+) (n 5 = tl) _ 1 z;l HoTef]kltlé’r
H(E) (39)
7 () v HY ikt
Hy'(r,z=1t1) = C—eMhg,

1207
onde Z1 = —.
Ve
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Calculo da poténcia, incidente na porta de entrada

Reaz[ /M/ E ) A B (r ))-Zrdedr]

Portanto:
7 br 2
PW = ?127r/ HH(Z)(T) rdr (40)
Substituindo a eq.(39) em (40):
b1
P Z17r ‘H ‘/ rdr
=ai
Tem-se:
p _ ™4 ‘ H(+)‘

(41)

A condicao imposta é a de poténcia unitaria injetada na estrutura:
PH =1w

Levando em conta, esta condi¢do, na eq.(41), obtém-se o médulo do campo inci-
dente:

—_— 42
7, (42)
A eq.(42) fornece, apenas, o médulo da amplitude complexa da onda incidente

que nao ¢ suficiente para se conhecer a onda que incide na porta de entrada da estrutura:

Nas
eIV

Hé” _ ‘ Hé”

(43a)

Sem perda de generalidade, considera-se que a onda direta do cabo coaxial tenha

a fase adaptada a porta de acesso,
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Pela eq.(43a):
Hy = |H{| (43b)

Substituindo a eq.(42) em (43b) obtem-se a amplitude da onda incidente:
In <b—1>
HY =\~ (44)

A onda magnética incidente, na porta de entrada da estrutura, z = t¢;, sob a

condi¢ao da poténcia injetada ser unitdria, é encontrada substituindo a eq.(44) em (39).

s 1 —jKity
A9 () = ¢ & (45a)

onde:
1207
Z = k1 = ko\/€r
1 S 1 0v/ €ry
Chamando Hy = —t— =1 |7~ VE”bl, a eq.(4ba) se resume em:
711 () 1201n( 21

e_jKltl

13 (r) = H, s (45D)

r

A eq.(4ba) passa a ser a condigdo de Dirichlet ndo homogénea, imposta sobre a
fronteira 71 (aq, b1), da estrutura analisada.
O vetor de carga, lado direito da eq.(38) é, portanto, prontamente calculado, vide

Figura 6, ao substituir (Hy®(r, t; = 0)), veja eq.(45a), na eq.(38).
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T
3 €1'2 bq €|'..
|
r E‘T r
1 b[ 1
S5
53
54
53
Bz
S,
Y As,
| “’\_,k/‘
a‘}
p
‘;rq
e o e
7:t1:‘) z=t z
Acesso 3, Acesso S,

I I

Figura 6 Veem-se os nos referentes a porta de entrada da estrutura, subsidios para o

célculo do vetor de carga (B,,).

2.5.4  Anélise do Termo T = [, [i (V A ﬁg) (VA gﬁ;ﬁ)] rdrdz

€r

O termo (T) da eq.(38), se refere ao operador rotacional, que serd examinado neste
item, carece de uma analise meticulosa. Pois, em coordenadas cilindricas, ele encerra uma

parcela, cuja singularidade compromete a aplicacao do método dos elementos finitos.

Pela eq.(9):
Bi(r,z) = Ny(r, z)dy i=1,2---Ng (46)
Ng
He(ﬁ Z) = Z(%Nz(ra Z))69 Hei(T, Z) = qiNi(rv Z)
i=1

Os operadores rotacionais, em coordenadas cilindricas:

B Hy. 100H
VA%:—%f@+;m%w@

og, . 10(rg;) .
I P ma

VAG, =

Para aliviar a escritura serd omitida a sinalizagdo de conjugacao (*) das fungoes

de ponderacao ((ﬁ’;) )
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O integrando de termo (T) se escreve:

op* a(rg:
// (9H9 qr + 1—8(7’[{9) a |- |- Ll a, + E (T@p) a, || rdrdz
q €r r Or 0z roor

Fazendo o produto escalar

LRI )+ (2 o)

Onde

L (O0(rHg) O(re,)\  (0Hy0p, 1 d¢, 0Hy 1
T2< or or -\ 0z 0z +r He or e or +T2H€g0p
Portanto

. 1 (9H96(,0p aHgaQDp
T_//QET [( or Or + 0z 0z

O termo sera:

B 1 OHyO0p, OHyOp, 0, OHy 1
_//QET [r<8T o S b (HGE 40,0 )+~ Hag, | drdz (47)

onde Q(r, z) é o dominio aberto da se¢ao bidimensional da estrutura, vide Figura

1 H
+o (Hea—ip +o 0 6) + He%} rdrdz

Na pratica do método dos elementos finitos, em problemas de valores de fronteira,
expande-se, localmente, a fungao procurada, eq.(9), em cada elemento triangular, por meio
de polinomios conhecidos por polinomios de interpolagao de Lagrange. Entretanto, esta
aproximagao falha ao ser aplicada a eq.(47), devido a presenga, no integrando, da parcela
(%) A integral nao é expressa em termos universais, validos para qualquer elemento
triangular. Assim, uma alternativa seria lancar mao de integracao numérica por meio de
alguma quadratura, que mesmo nao incluindo o eixo de simetria, para garantir exatidao
da integracao, pode, algumas vezes, necessitar de valores perto deste. Felizmente, a

dificuldade é contornada pela seguinte estratégia [8]:



23

- Faz-se uma mudanca de variavel nas fungoes concernentes ao problema.
Considere na eq.(47) as fungdes ( Hj, gp;,) no lugar de (Hy, ¢,), A estratégia consiste

em substituir, na eq.(47)

Hy, = /rH)  i=1,2---Ng

(48)

O estratagema, referente a eq.(48), equivale a redefinigdo de um novo produto

interno no espago de Hilbert (Hél)(Q)), com funcao de peso W(r) =r [9]:

< U, v >= //'rude.
Q

A dificuldade na integragdo da eq.(47) é, portanto, contornada pela estratégia
resumida na eq.(48), com o seguinte procedimento:

Substitui-se a eq.(48) na (47):

o { ( (i) o) ageaaip)+\[( (M)+%a(§m)) o

+Hjy!)| drdz

Para abreviar a notacao as funcoes (Hé,gag) serao redigidas por (Hy,¢,), lado

esquerdo da eq.(50).

Onde:
a(v/rH)
(\{;THe) _ ( +\/—8H9>
(50)
o(vrey) _ ( 8%)
or -
Substituindo a eq.(50) nos respectivos termos da eq.(49):
o(Vr o(Vr
( (\g;Hg) ' <\g}p)) ra(gg afip +3 (90,0 61"9 + Hy 8%) + 47~H990p
(51)

o Vrep o(VrH,

Observe que Hy = <Héi) + HO(S)>, veja eq.(29).
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Levando as egs.(51) em (49), tem-se

T = ffo i {r (%l + 22%) + [0, + % (i, % + Hy %2 ) + How,)

+Hyp,} drdz

Reconhecendo (%Hre aafq L+ 8;? 852" > = VHy - Vpp, obtém-se

0 0H, 9
// |: VH@ V(pp) + 5 (Hg a‘pp + @, or 9) + H@@p :| drdz (52)
Q€

Nao hé na eq.(52) qualquer termo em que o denominador seja fungao das coorde-
nadas espaciais.
A formulagao se fundamenta, agora, na seguinte expressao. Substituindo a eq.(52)

na eq.(38):

p=123--Ng ( Linhas de formulagdo matricial)

[ & | (VHo - Viop) + % (Ho%2 + 0, %0t ) + $Hogp, | drd

—x jk ik
—k'() fo <<’OP ) He) QdT’dZ + ] : le(a1 b1) (SOP H9> er + ] 5 fm(@ b2) (Spp H9> er

— _Jko = (i>
VErD frl(% b1) (SO 0 rdr
(53)

Na eq.(53), os vetores (gﬁp, ﬁg) se referem aos vetores no espago mapeado (FI o> @';) ,
vide eq.(48).

—

Pela condicao de poténcia injetada na estrutura ser unitaria, ( e(wi)> na eq.(53)

sera:

1 dp

Héi)(r,z =0)= -
/1 1n (%)

A eq.(53) é reescrita na notagao dos elementos finitos:

ésima

Fungdo de ponderacio: J; = N,(r, 2)dp, (p = 1,2 - Ng) indicativo da p=™2 linha

da matriz relacionada a solucao discretizada do problema.
Ng

Funcao tentativa Hg (r,2) qu Gi(x,y) Z (qi - Ni(r,2)) dg

=1

-ésima

1 : se refere a 1™ coluna da matrlz.
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q; - coordenada da ™2 funcao de base (N;(r, z)) em que se expandiu a funcao tentativa.

Sao os parametros investigados, os que solucionam a analise.

p=1,2,3Ng

2 gy {2 [r2 (200 + 2 fgﬂ) + % (N5 + N2 + 3N, | -
2 (. Jko_ Jko
kO r (N’LNP } deZ + \/? frl(a bl) N N dr + fT2(lL2 b3)

Lo [ (N H () rdr

O formalismo usado neste trabalho, para se analisar a descontinuidade com corrugagoes

2(N;N,)dr = (54)

entre cabo coaxiais, é:

G
Hy(r,z) = > quNu(r, 2) : n=(1,2---Ng) — colunas da matriz resultante
©,(r,2) = Ny(r, 2) : p=(1,2---Ng) — linhas da matriz resultante
Ny(r,z) > m=(p ou n) . Funcoes de Forma referente ao m®™° né de
interpolagao dos elementos finitos.
[ @ :  dominio (r,z) da estrutura analisada.

A solugao é funcao de “K,”. Para cada valor deste parametro calculam-se as

coordenadas ({g.}, {gy}), que sdo as incégnitas procuradas.

ON, ON, ON,
n 1qn f f Q) {er |: ( Brp a]\in + ZP 8[9?) (Npaé\;n Nna_rp> + %NﬁNn] -

ko*r? (N Na)} drdz + 2=, - S 2 (NN, dr + L sy, I r2(N,N,)dr =

[t NG

71'Z16T1 ln( )

(55)
Na eq.(55), a porta de entrada da estrutura foi considerada a origem do eixo-

longitudinal z=t;=0, onde: Z; = \1/2E
€ry
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3 ELEMENTOS FINITOS ESPECIAIS

3.1 Introducao

A anadlise de estruturas constituidas por; cabo coaxial— descontinuidade — cabo
coaxial, proposta, neste trabalho, é formulada pela eq.(55).

Este sistema de equacoes foi solucionado pelo MEF, discretizado pelos elementos
triangulares retilineos, definidos (vide Figura 3, capitulo-2); pelas fun¢oes de Lagrange lin-
eares referentes a transformada geométrica, e pelas de Lagrange quadraticas relacionadas
a interpolagdo do campo magnético, incégnita do problema, veja eq.(46).

Neste capitulo, serao estudadas as fungoes de Lagrange nos elementos triangulares
retilineos, com as seguintes observagoes:

- As fungoes de interpolacao linear, conhecidas por fungoes de area (L1, Lo, L3) tem por
base um polinomio completo de ordem—1. As de ordem superior, n > 2, conhecidas por
fungao de forma [Ny (L1, Lo, L3), Ny (Ly, Lo, L3) ... Ngq(Li, Lo, L3)] sdo obtidas por
homotetias no espago das fungdes de drea [8]. A vantagem de se expressar as fungoes de
Lagrange de ordem superior pelas fungoes de drea ¢ a facilidade de se efetuar as integrais

nos respectivos triangulos, vide apéndice-A:

al bl ¢!
Lo LY LS dg, =
//SA123SA (a+b+c+2)!(SA)

onde:

- Sa - area do triangulo.

n - ordem de interpolagoes.

5 d - nimero de nés dos triangulos relacionados ao poli-

nomio completo de grau-n.

- Todos os desenvolvimentos serdao efetuados no espago de coordenadas (x, y), visando
compatibilidade com a nomenclatura dos desenvolvimentos classicos.

Neste trabalho o sistema de coordenadas (x, y) é consistente com o (z, r), vide
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Figura 3.

As funcoes de interpolacao de Lagrange, de qualquer ordem, tém por base um
polindmio completo se o nimero de monomios do polinomio for igual ao da ordem da
interpolacao (d), se for menor tem-se as interpolagoes especiais ou elementos especiais.

Os monomios dos respectivos polinomios podem ser obtidos facilmente pelo trian-

gulo de Pascal:

Figura 7 Triangulo de Pascal referente aos polinomios completos até a ordem - 3.

3.2 Funcoes de Interpolacoes de Lagrange Lineares Completas

As funcoes nodais da interpolagao linear completa de Lagrange, que caracterizam
a transformada geométrica, tem por base a funcao geral relacionada ao polinébmio com-
pleto de ordem-1. Estes polinomios lineares de Lagrange sao deduzidos pela técnica da

matriz-nodal, veja Figura 7:

Ordem-1, n=1,; d= w =3, 3 nés de interpolagao
J=1273
/ /
Funcao geral: Funcao geral:
P(z,y) = ap + a1z + asy  Elemento P(&,n) = ag+ a1& + asn
Elemento
Funcao nodal: de Funcao nodal:
real
P(z,y) = qiL1(z,y) referéncia | P(§,n) = ¢1L1(€,m)
[ taeLo(2,y) + gsLs(,y) | ta2L2(§:m) + g3Ls(€,n)

onde a;, coordenadas gerais; g;, coordenadas nodais.
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As funcgoes de interpolacao gozam da propriedade seguinte:

1 p=j 1 p=37 7=(1,2,3---Ng) sdo os noés de
Li(z,,y,) = L; (§,m,) = interpolagao no triangulo, neste
0 p#yJ 0 p#j caso Ng=3.

Sejam os dois espacos de coordenadas

Espaco-Real Espaco de Referéncia

-~ E
=2y (x,.%2) n

o, o1 ) 2

T

Transformada Geométrica
z— x=x,L +xL,+x,L,

r— y=y L +yL,+y;L;

Figura 8 A transformada geométrica, que relaciona o elemento de referéncia aos elementos

globais.

Igualam-se, nos dois espacos as fungoes nodais e as gerais, em cada né de interpo-

lacao.

¢ Iz y1| |ao ¢ 1 0 0f |ag
G| = |1 22 y2| |a @l =1 1 0| |a
q3 I x3 y3| (a2 q3 1 0 1} |a

{9} = [A{a;} {4} = [Arll{a;}

[A] - Matriz-nodal no espago de coordenadas reais.

[Ag| - Matriz-nodal no espaco de coordenadas de referéncia.
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Os parametros gerais sao expressos em fungao dos nodais

{a;} = [A] ¢} {a;} = [Ar] "}

onde:
($2y3 - 353?/2) (5173y1 - $1ys) (x1y2 - SBle)
1 1
AT =550 | e—w) (ys — v1) (Y1 — v2)
— (zo — 13) — (z3 — 1) — (21 — 22)
Denominando:

(TG11YG+2) — TeaYG+) = 6
(WG+1) — YG+2) = b) (1)
- (%‘H) - x(j+2)) =¢j

Tem-se o inverso da Matriz-Nodal

ap az as 1 00
[A]7 = ﬁ by by bs [Ag]™'= -1 1 0 (vide eq.(1))
Ci C2 C3 1 0 1

A funcao de interpolacao-nodal é obtida pela funcao de interpolagao-geral:

Pls,y) = [1 . y] {a) P(¢. ) = [1 ¢ n] fa}

Logo

Pea)= 1= o] (470 Plen =1 ¢ o l14a" o)
Substituindo as respectivas inversas da matriz-nodal

P(z,y) = 5% [(a1 + b1z + cry) i+ P& n) =1 —E&—n)q + £+ ngs)
(ag + bow + coy) 2 + (a3 + bsw +c3y) qs]  P(&,n) = (1 — & —n)q1 + Eq2 + ngs)
P'(z,y) =< Ly Ly L3 > {C]} P'(fﬂ?) =< Ly Ly Ly > {CI}
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Igualando P(x, y) = P'(x, y) e P(§,n) = P'(£,n) tem-se as respectivas fungdes de area

em ambos 0s espagos:

Elemento-real Elemento de referéncia

Li(z,y) = 555 (mz + bz + ay) Li(§m) =1-&—1n )
Ly(z,y) = ﬁ(aﬂ*‘bﬂ-%@y) Ly(&,m) =€

Ly(x,y) = 557 (azx + bz + c3y) L3(&,m) =n

onde (a;, b;, ¢;) sdo dados na eq.(1).

Sa — area do triangulo

25A0 = (Y2 —ys) x1 + (ys —y1) v2 + (y1 — y2) @3 (3)

Neste trabalho, as coordenadas do espago (X, y, z) se identificam as coordenadas do espago

(z, 1, 0) por:

X — Z
y—rT

z — 0

3.3 Funcoes de Interpolagcoes Completas de Ordem n> 2

A técnica para se obter as funcoes de interpolacoes de Lagrange de ordem n> 2,
em funcao das de drea (L, Lo, L3), se baseia numa homotetia, no espago das fungdes de
area, relacionada a ordem hierdrquica da interpolacao de Lagrange [8].

Seja o nimero de ordem n> 2.

O numero de noés de interpolagao referente ao polinomio completo de grau-n:

d = (n+1)(n+2)

5 nos de interpolacao (4)

No espago das funcoes de area esta interpolagao é caracterizada pelas coordenadas

«

(p, q, k) de cada um dos “ n” nds, relativos aos respectivos nés de interpolagao. As
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coordenadas (p, q, k) tem a seguinte propriedade

prqg+k=n (5)

Por exemplo, a interpolacao de ordem-2 é representada pela seguinte homotetia, no espago

das funcoes de érea.

! 0 ey
/ —

L )
{1,0,0) 01,0

(2,0,0)

Figura 9 Homotetia da fungao de interpolagdo, n = 2, no espago das fungoes de area (Lq,

L27 L3)

As funcoes de forma, isto é, as fungoes de Lagrange de ordem superior, n>2, sao

obtidas pelos produtos decrescentes de (n L;) em cada né (p, q, k) do triangulo homotético

de ordem-n. Definidas por

N"pak) = (nL1)? (nLo)? (nL3)k

onde:

(nL;) = 1(— (ﬁ nL; —r) (6b)
! IW(nL;,—0)! 1!

j = (1, 2, 3) — Relacionam-se as fungoes de area (L;).
1 é uma das coordenadas (p, g, r), veja Figura 9, para a interpolacao quadratica. Entenda

l:p — Ly
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A soma das fungoes de forma tem a seguinte propriedade
S
n=1

3.4 Funcoes de Interpolagao de Lagrange Quadratica Completa

Para as fungoes quadraticas, completas, pois, podem-se criar interpolagoes de La-
grange com polindémios incompletos (interpolagdes-especiais), hé necessidade de 6 nés de
interpolagao, vide eq.(4).

Os triangulos sao representados com d = 6 nds internos:

Espaco de Referéncia

Espaco-Real
N6(5) — |E"J: X3 ) ()’2: )’:JJ
r—yl (X5.52) 1 1

(X4,¥3)

(4) Exz— X2) (Y2t ¥2 ):|_ N6(4)
{0, 142

2 2

]
(6) | (Em)
xpy) : onl)) , @

7—x (L (1,03
(4)

(6)

-

A

NG6(6) — |f‘i| i X3) (}'l:yi }:I
i Transformada Geométrica
x(E )
y(& )

Figura 10 Representacao do triangulo com os respectivos nds de interpolagao quadratica

completa em ambos os espagos.

A representacao deste triangulo no espago real e de referéncia é mostrada na Figura

10.
Na Figura 9 ve-se o triangulo, de interpolagao quadratica, no espago das funcoes

de area, assim como, as coordenadas de area dos respectivos nos de interpolacao.
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(6b), relacionadas a técnica da homotetia, obtém-se

as funcoes de forma da interpolacao apresentadas na Tabela 2 e Tabela 3.

Tabela 2 Representacao dos nés nos espago real, de referéncia e das fungoes de forma.

0, 1/2)

Espaco . Espacos das Homotetia (Fungdes de Forma)
Referéncia Funcoes de area
2 0 0
(1) ([Bl, yl) (27 0, 0) N, = (22!1) (25!2) (2%!3) _
(0, 0) Li(2L; - 1)
( ) N _ (2L1)0 (2L2)2 (2L3)0 _
(2) T2, Y2 (0, 2, 0) 2= o ar o
(1, 0) Ly(2L; - 1)
2 0 0
(3) (@5, 33) (0, 0, 2) e e
(0, 1) L3(2L5 — 1)
(z14T2) (y1ty2) _ (2L1)! (2L2)* (2L3)°
(4) 2 (1,1, 0) No="F-o =
2 ’ 1!
= = 7 ) L L
(1/2, 0) (211) (L) _ 41, Lo
(5> (z2t3) (y2+ys) (O ] 1) Ny = (2L'1)O (2L'2) (QL?) —
2| 2 0! o
(1/2,1/2) %(2?) (2Ls) _ 4151
(z142) (y1+y2) N, — (2L1)1 (2L2)° (2L3)° _
(6) b 2 (1,0, 1) 6= "1 o o

(2L1) (2L3) =41, Ls

Tabela 3 Interpolagao quadratica no espaco homotético e no de referéncia.

(L17 L27L3)

(& n)

Nl(Ll, Lg, Lg) = L1 2L1 - ].)
NZ(L17 L27 L3) = L2
(

2L, - ) N2(€a ) =

N —
N3(Ly, Ly, Lg) = L3(2L3 - 1) 3(6m)

Ni(§n) = (1-&-nll -

(2¢ -
n(2n -

2
1
1

(€ +n)
)

N4(L17 LQ; L3)
NS(Lla L27 LB) = 4L2L3
Ng(L1, Ly, L3) = 4L, L3

=41, Lo

)
Ny(&,n) =4(1-§-n) ¢
Ns(&, ) = 4(&n)
Ne(&, m) =4(1-&-n)n

As funcoes de darea no elemento real e de referéncia, que compoem as respectivas

fungoes de forma, sdo apresentadas pela eq.(2).

3.5 Funcoes de Interpolacao de Lagrange Ciibica Completa

Embora a eq.(55) seja solucionada pelas fungdes de interpolagdo quadratica de

Lagrange, neste item serao apresentadas as fungoes cubicas, para que nenhuma duvida
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persista na aplicagao da técnica da Homotetia, ao se calcular as fungoes hierdrquicas de
Lagrange.
Para se interpolar fungoes ctibicas completas em elementos triangulares ha neces-

sidade de se alocar 10 nés de interpolacao de acordo com a solucao:

d = =00+ — 10 16 de interpolacio

2
Espaco-Real (Global) Espaco de Referéncia
r—y s Nt
Baricentro Transformada @1}
G Srics
{ﬁ} (xz-}r'z) cometnrnca {3}
(B) o
(5) |ix(.’;, n) &
(x3.¥3) 4 (g, )
o / ) o
(x1.y1) : o, 5
Z—x 0.0)  (4) 5) wvg

Figura 11 Representacao do triangulo com os respectivos nés de interpolacao cuibica

completa em ambos os espacos.

No espaco das funcoes de area, a Figura 12 representa o triangulo homotético de
ordem-3, no qual o baricentro é o vértice-10 [(1, 1, 1)].

As coordenadas dos respectivos nés da interpolacao cubica sao mostradas na Tabela

Com o mesmo raciocinio efetuado no item anterior, para as fun¢oes quadraticas,
obtém-se, com auxilio das eqgs.(6a) e (6b), as fungdes de forma de interpolagao cibica

vistas na Tabela 5 e Tabela 6.
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Tabela 4 Coordenadas da interpolacao ciibica no espaco global e de referéncia.
(G — Global) (R — Referéncia)

(De—(x1, y1)

(
2 1
(2)g—(x2, y2) (2)r—(1, 0)
3 0,1
(3)a—(x3, ¥3) ( )R_>(1’ )
(4)G—> [(xz—zls—am)7 (y2-§y1)} (4>R—>(§, 0)
(Me— |:(9634§x2)7 (y3;ry2)} (Mr— (%, 2)
(S)G—> [(acs-ii;:cl)7 (y3-§y1)-‘ (S)R—)(O’ %)
(5)G_> [Z(ngrm)? 2(y23+y1)] (5>R—>(§, 0)
(6)0—> [2(9033—!-:(:2)7 2(y3;-y2)] (6)3—)@, %)
(9)a— {2@3;%1)7 2(?/3;‘?41)—‘ (9)r—(0, %)
(10)e— {(Il-i-x;-i-x:s)’ (y1+x32+y3)} (10)r— (5, 3)

(3)
(0,0,3)

s
(3,0,0)
Figura 12 Representacao do triangulo homotético de ordem-3 com os respectivos nés de

interpolacao ctbica completa em ambos os espagos.
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Tabela 5 Representacao dos nés nos espaco real, de referéncia e das funcoes de forma.

Espaco Real Espacos das Homotetia
Referéncia | Fungoes de drea (Fungoes de Forma)
(1) (De N, = OL) GLIGL”
S I PO A L1
(2) (2)e 1N2 i((?’%!l)o é,]g?)s (38?)%:
(2)r (0, 3, 0) %31(112)(3L2 ~1)(3L - 2)
N, = 2 - -
B | B 9 :<L§3 Légfﬁ)é?é;% .
(B)r (0,0, 3) 43Ls(3Ls - 1)(3Ls - 2)
N3 = WL(3L; - 1)(3Ls - 2)
(4) (4)e N, = CL0” GLa) GL)” _
(4)r (2,1, 0) % [3L,)]
N, = 9L4Ly(3Ly - 1)
(5) (5)e N; — <3L1!1>1 (315!2)2 (3L0?)° —
(5)r (1,2, 0) 3L,] [w]
N = 211 Ly(3L, - 1)
(6) (6)c Ny = CL0 GLY GLlt _
(6)r 0,2, 1) [%} [3L5]
Ng = 9L,L3(3Ls - 1)
(7) (M N, — (36!1)0 (3L1!2)1 (32_3)2 _
(7)r (0,1, 2) [3L] [%
N7 = 91,L5(3Ls - 1)
(8) (8)a Np = GLY BLIGLY _
(8)r (1,0, 2) 3L4] [w
Ng = 2L;L3(3L; - 1)
(9) 9 Ny — CLI LGl _
9= (2,0, 1) [W} [3Ls]
Ny = 91;,L3(3L; - 1)
(10) (10)g Ny = (3L1!1>1 (3L1!2)1 (3L1?)1 _
(10)r (1,1, 1) 271 LyLs
Nio = 27L;LoLs




Tabela 6 Interpolacao ctibica no espaco homotético e no de referéncia.

(Ll, LQ,Lg) (57 77)
Ny (Ly, Lo, Lg) = 5(L1)(3L1 - 1) | Nu(&, ) = 5(1-&-n)[2-3(€ + n)]
(3L - 2) [1-3(¢ + )]
No (L, Ly, Ly) = 5(L2)(3Ls - 1) No(&,m) = 36(2- 36)(1 - 3¢)
(3Ly - 2)
N3 (L, Ly, Ls) =3(Ls)(3Ls - 1) Na(& n) = 3n(2 - 3n)(1 - 3n)
(3Ls - 2)
Nu(Lt, Lo, Ly) = 2Ly Lo(3L, - 1) | Nal& ) = 2(1-€-m) &[2-3(& +n)]
Ns(Lu, Ly, Ly) = SLiLo(3Ly - 1) | ol ) = 5(1-€-m) £(36- 1)
NG(Lla L27 L3) = §L2L3(3L2 - 1) NG(ga 77) = % 577(35 - 1)
N7(Ly, Ly, Ly) = 3LoLs(3Ls - 1) N7(&, m) = 3 &n(3n - 1)
No(Ly, Ly, Ly) =2LiLy(3Lg - 1) | Y& ) =350 -&-m) n(3n-1)

(
Ng(Ll, LQ, LS) :%LlLd(ng - 1)
Nio(L1, Lo, Ls) = 270 LoLg

67



68

4 SOLUCAO DA EQUACAO QUE REGE A DESCONTINUIDADE
ENTRE DOIS CABOS COAXIAIS

4.1 Introducao

Neste capitulo, a equacao que rege a descontinuidade com corrugacoes, entre dois
cabos coaxiais, sera solucionada pelo MEF, interpolado pelas fungoes quadraticas de La-

grange.

4.2 Formulacao da Analise

A formulacao da analise sobre descontinuidade com corrugagoes entre cabos coax-
iais foi apresentada no capitulo-2, eq.(55), e sera solucionada pelo MEF, discretizado por
elementos triangulares, interpolados pelas fungoes quadraticas de Lagrange.

Cada elemento triangular (e) apresenta 6 graus de liberdade, isto é 6 nds de inter-
polacao.

O domfnio discretizado é visto nas Figura 4 e Figura 6, onde S© = (z,7) é o
sub-dominio referente a cada elemento (e).

O campo magnético procurado, expandido pelas fungoes de interpolagao em cada
elemento é Hg(e)(Z, R) = 26: ¢ Nn(Z, R) onde {g,} é o coeficiente, incégnita, relacionado
ao né de interpolacao “n”??dlo respectivo elemento.

Por conveniéncia, a formulacao referente & cada elemento da malha, eq.(55), é
reescrita, a seguir.

Parae=1,2,--- NT ; NT - nimero total de triangulos que compoem a malha.

p=1,2,3,---6 (linhas da matriz resultante).

n=1,2,3,---6 (colunas da matriz resultante).

Para cada elemento e, p =1,2,3,---6, tem-se:
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6
(o 1{8 [ (% + ) 2 (985 + 25) + 3] -

R(se) #

Ve I Vers I

al ai

. by . b1
ko’R? (N,N,)} dRdz + 22q, [ R*N,(R)N,(R)dR + - fR?Np(R)Nn(R)dR> —

by
i2ko [RN,(R)dR
ﬂ\/120\/qln<%>a1

(1)
Os termos da eq.(1), que serao calculados pelas fungoes quadréticas de Lagrange,

neste capitulo, caracterizam a matriz e os seguintes vetores:

1- Matriz de Rigidez (Stiffness Matrix)

A matriz de rigidez, de cada elemento, é constituida pelas seguintes parcelas, definidas

no aberto, S)(Z, R), de cada elemento.

1 p2 (ONp ON, | ONp ON,
o B (8R on T B oe ) Alldz

12 K (pn) =3 [ [ 2R (N, %5 + N, 2% ) dRd>

f P OR " 9R
R

13- K\)(p,n) =9 [ [ LN,N,dRdz
R

1.4- K, (p,n) = k2 [ [ R2N,N,dRdz

2.1- Acesso na entrada I, (p,n) = 2 [ R2N,(R)N,(R)dR
\/T1R:a1
) by
2.2- Acesso na safda I,(p,n) = 22 [ R2N,(R)N,(R)dR
\/T2R:a2

3- Vetor de Carga na entrada da estrutura (Condi¢ao de Dirichlet, para o problema)

by
/ RN,(R)dr
7T\/120, /€., In (Z—ll)Rzal

flp) =17 2k
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4.2.1 Anélise da matriz de rigidez

Cada parcela que compoe a matriz de rigidez serd, a seguir, calculada, nos respec-
tivos elementos da malha, e = (4,2,3,--- NT'), NT - nimero total de triangulos.

Os calculos sao efetuados no elemento de referéncia, que se relaciona aos elementos
da malha pela transformada geométrica, vide Figura 8.

Transformada-Geométrica

A transformada geométrica é definida pelas fungoes lineares de Lagrange:

R(f, 77) = RlLl (57 77) + R2L2(£7 77) + R3L3(£a 77)
Z(ﬁ’ 77) - ZIL1<§7 77) + Z2L2(§7 T]) + Z3L3(§7 77)

(2)

J=101,2,3); (Z;, R;) é a coordenada do vértice “j” do elemento triangular (e).
Substituindo as fungoes de area (Lj, Lo, L3) do elemento de referéncia, eq.(2) do

capitulo-3, em (2) tem-se

R(&,m) =R+ (Ry — R+ (Rs — Ry)n
Z(&m) =21+ (Zy — Z1)E+ (Zs — Zy)n

Para cada elemento triangular da malha tem-se, veja eq.(2) do capitulo-3

Espaco-Global (Real) Espago de Referéncia

Lj(Z,R):%(ajerjZJrch) Li(§&n) =1-&—n
Ly(§m) = ¢
Ls(&m) =1

onde j = 1,2, 3 (ciclico)

a; = (Zj1Rjr2 — Zj12Rj41)
bj = (Rj+1 — Rjy2)
¢; == (Zjr1 = Zj12)

Sy =Z1(Ry — R3) + Zy (Rs — Ry) + Z3 (R1 — Ry) = (25)

(S3) duas vezes a drea do elemento triangular.
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As egs.(2) e (3), ambas do capitulo-3, no espago (x, y) identificam a eq.(4) no

espaco (R, Z) pelas relagoes:

T — Z

y— R

1.1- Célculo das parcelas K(Ze])%(p, n)=[ éRQ (%% + %%) dRdz
R z

As funcgoes de forma da interpolacao quadratica de Lagrange foram calculadas no

capitulo-3, Tabela 3, expressas pelas fungoes de area, ou seja

Nj = Nj (Ll(Z> R)vLZ(Zv R>7L3(Za R)) J= (172737 ’ 6)

Uma forma generalizada de se referenciar a parcela K (Ze,)%(p, n) é [10].

KS)(p,n) = / / é}? (VN, - VN,)dRdz (5)
Rz
O operador nabla ¢ definido por: V() = 27+ %ﬁ
Portanto,
VN(Ly, Ly, L3) = %—fz# g—gﬁ (6)
onde

_ [ ONp oLy ONp HLo ONp 9L3 \ = ONp OL; ONp HLo
VNy(L1, Lo, L) = <8L1 2. T oL, 0o T aLs 02 ) T\ 3L, or T 3L, ok T

(7)

ONp OLs \ D
OLs 8R> R

A eq.(7) é resumida em:

0N, (0L, OLi 5\ ON, (0L, OLy3\ ON, (0Ls. OLs -
VNP_@Ll<8zz+8RR)+8L2<8zz+8RR>+8L3 5. tartt) ©
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Identificando o operador nabla, eq.(6), em (8), tem-se:

N, N, N,
Ny 51,2 v, 2N

N,=VL
VN, =V YoL, dL OLs (9)

Substituindo a eq.(9) no nicleo da eq.(5), este é expresso matricialmente por:

VL -VLy VL -VLy VLi-VLs| |5~
ON, ON, ON,

0L, OLy OLs

OLo2

VNP-VNn:( ) VLy-VL, VLy-VLy VLy-VLz| [Z=] (10)

VLs-VLy VLs-VLy VLg-VLg| | %

Os termos da matriz [VL,; - VL;] (i, j) = 1, 2, 3 sdo calculados, pela eq.(4):

VL VL = gz (0* + 1)

VL1 VL= g (bibs +cic)

VL, VL= (2;)2 (b1bs + c1¢3) (1)
VL, VL= (2;)2 (b2* + c2?)

VL VLy = g (babs + cacs)

VL VL= gk (b + )

Os termos (b;, ¢;,25) sao obtidos, também, pela eq.(4).

Finalmente os vetores {g—fi’,%ﬁ;}, j=1(1,2,3) e (p, n) = (1, 2, 3, 4, 5 6)

sao determinados, vide Tabela 3, capitulo-3, pelas fungoes de interpolacao quadratica de

Lagrange, sejam:

Ni(Ly, Lo, L3) = Ly (2Ly — 1)
N(Ly, Lo, L3) = Ly (2Ly — 1)
N3(Ly, Lo, Ly) = Ly (2L5 — 1) 1)
Nu(L1, Ly, L) = 4L, Ly
Ns(Ly, Lo, L3) = 4L Ls
( ) =4




auxilio de (12):

Os respectivos vetores <

ONp ONp ONp
0Ly OLs OL3
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>p= (1,2, 3,4,5,6) sao calculados, com

j=1 1 j=2 1 j=3
Go | 4L -1 0 0
it 0 4Ly —1 0
aul o 0 |4Lg—1 (13)
g% 4L, 4L, 0
g—fg; 0 ALs AL,
% 4L 0 414

Os respectivos produtos escalares (VN, - VN,,) (p,n) = 1,2, 3- - - 6, nicleo da parcela
K (Ze]){(p, n) referente a matriz de rigidez, sao determinados substituindo as eqs.(13) e (11)
em (10).

Para deixar bem claro o uso da técnica apresentada, o termo (VN - VN5) serd

avaliado:

VL, -VL, VL, -VLy VL -VLs| | 0
VNy VN5 =(4Ly4L10) |VLy-VL, VLy VL, VI, -VILs| |41,
VI3 VL, VIs3-V©Ly VIs-VILs| |4Ls

Multiplicando o vetor linha pela matriz, tem-se um vetor linha com trés colunas:

T

ALy(VLy-VLy)+4L(VLy- VL) 0
V]\]’4 ' VNE) = 4L2(VL1 . VLQ) + 4L1 (VLQ . VLQ) 4L2
ALy(VLy - VL3)+4L,(VLy-VLs)| |4Ls

vetor linha (1,3) vetor coluna (3,1)
(14)

O produto do vetor linha (1, 3) pelo vetor coluna (3, 1) em (14) determina o termo

(VN4 . VN5)I
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+4L,(VLy - VLs3)| 4L,

Substituindo em (15) os correspondentes termos de (11), conclui-se:

VN; - VN = {4L, |2atge | oar, (gl Lary 4 {41, [Hbigal 4

(25) (25)2 (25)2
Ly [ oL,

Com este mesmo raciocinio calculam-se os demais termos, do nicleo da integral:



VNV,
vV,
VNV,
vV,
vV

! (25)? )(16L1 — 8Ly +1)
2 1batcica) [16L Ly — 4(L1—|—L )]
2

(25)2

2 [16L1L3 — 4(L1 + L3>]

(25)

! (25)? (16L1Ly — 4Ly) + (bibatcica) 2
VN5 = (bibateica) (25)2 (16L1 — 4L1)
162) (161, Ly — 4Ly) + &80 (161, L
1Ly —4L,)

(29)
(25)2

TN, - TN, = )
6 = e (1611 Ly — ALg) + (i)
VN, - VN, = &42) (167 2 asi (161" —4L)
o (25)2 (16Ly° — 8Ly + 1)
Z-VN?):@IZBQ‘FTC;CS)[16L L _4

VNQ-VNFM hs = dlat Ls) 41
(225)2 (16LyLy — ALy ) 4 Lebitescr) 9

VN, - VN; = (b22+e22) (161 e (161" — 4L)
(25)? oLy — 4Lg) + {b2bstercs)

\Y% s 2% (16 Ly
NZ'VNﬁ:M (QS) 2 _4L2)
(25)° (16LoLy — 4Ly) 4 tebitese)

T s (16LyLy — 4Ls)
- (25 ( 6L3% —8L3 + 1)
<2s> LyLy — ALy) + Gebuteen)
@8 (16L3Lo — 4Lo) + (bsbatescz) 2
VN, - VN, — (ba +ea?) sy (1615 — 4Lg)
L (1615 Ly — 4Ly + ) (1613
sy~ (1615 —4Ls)

VN,
VN,

VN,

- VNg = 16{_M_

VN, = [ 1°+c
o= 16 ][] 1z 4 [ttt 1 4 o [ias
[ 102i| L1L2}

| (29)

(25)° (25)2

-VN; = 16 { [brboteres ] L2 ba2+4c
_ | + |: 2 } L1L2 + |:b1b3+0103] LoLa+
2 243

(25)?
(25) o

(25)2

(25)2

[babsteres| [T }
L 143
[ (25)*

(25)

bi*+c
12+e :|L2L3+|:%:|L2L+
1

sy | L L3}

VN:-VN: = (.2

5 5 — ].6{ b2(2.S|_)6222] L% n [b3 +C3 L2 -

VNS . VNG e ]_6 { :b1b2+c ( ) + 2 [ 2(;—5)0203} L2L3}
‘(QT)QICQ] L3 + [bslzlﬂ] Lols + [b3 +
- &
bbg#w I o ’ (25)? ] Ly Lo+

UN. . UN L (29) 1 3}

. _ 2
‘ 6 16{ %] L% [b3 +c3 L2 b

' G Rl Wi Rkl

75

(16)
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Calculo das parcelas K(Zegz(p, n)

As parcelas do termo da matriz de rigidez:

!
KS)(p.n) = / / (YN, VN,) dRdZ (17)
R =z

sao calculadas no elemento de referéncia, ja que, neste elemento, a integral é determinada

facilmente, por um produto de fatoriais, vide apéndice-A, eq.(12).

1 =9 alblc!
LeLELSdnde = - 18
/so/no thaLidnds (a+b+c+2) (18)

Portanto, a integral, eq.(17), é mapeada ao elemento de referéncia, com auxilio do

jacobiano da transformacao:

dRdZ = (28'9) dnd¢ (19)

A transformada geométrica entre os elementos global e de referéncia define o coe-
ficiente “R?”.
Transformada geométrica: R = R1Ly + RoLs + R3Ls3.

Entao:

R* = (RIL} + R3L3 + R3L3) + 2 (RiRoL1 Ly + RiRsLi Ly + RyRsLoLs)  (20)

As parcelas K (Zel)%(p, n) sao obtidas substituindo-se os respectivos produtos escalares

(VN, - VN,), eq.(16), assim como o coeficiente “R*”, eq.(20) e o jacobiano, eq.(19) na

integral, eq.(17), que é solucionada pela eq.(18).



KS(1,1) = S;f”g [15R,(Ry + Rs) + T(R2 + RyRs + R2) + 39R2]
Kih(1,2) = — &2t [(R2 4 Ry Ry) + 5Ry(Ry + Ry) + 9(R3 + R3)]
K5h(1,3) = — @S [(R2 4 R\ Ry) + 5Ry(Ry + Rs) + 9(RE + R3)]
K$h(1,4) = 5225 {( + 1) [2Ra( Ry — Ry) + 3(R? — R3) + Ry(Ry — Ry)] +

(6102 + blbg) [6R1(R2 + Rg) + (R% + R2R3 + R%) + 15R%]}

KZR(l 5) 456 15e.59 {(ClCQ + blbg) {2R3(R1 RQ) + B(R% — R%) + RQ(Rl — RQ)] +

(cr1c3 4+ b1b3) [2Ro( Ry — R3) + 3(R§ — R%) + R3(Ry — R3)|}
K5p(1,6) =

gz {(cd + b3) [2Rs(Ry — Ry) + 3(R} — R3) + Ry(Ry — Ra)] +

(cie3 + bibs) [6R1(Ry + R3) + (R3 + RoRs + R2) + 15R3]}

02 2
K (2,2) = ) (158, (R, + Ry) + T(R? + RuRs + R2) + 392

180€,52

K5h(2,3) = —@228) SR\ (Ry + Rs) + 9(RE + R3) + (R} + RyRs))

K$(2,4) = s {(cacr + baby) [6Ry(Ry + Ry) + (R? + RiRs + R3) + 15R3] +

(¢34 03) [2R1(Ry — Rs) + 3(R3 — R}) + Rs(Ry — Rs)|}

K$)(2,5) = (2 + b3) [2R3(Ry — Ry) + 3(R% — R2) + Ry(Ry — Ry)) +

456 S2

(6203 + bgbg) [6R2(R1 + R3) + (R% + R1R3 + R%) + 15R§]}
Kyp(2.6) =

45¢ 5’2

(0203 —|— bgbg) [2R1 (RQ — Rg) + 3(R3 — R%) —|— R3(R2 — Rg)]}

{(cac1 + boby) [2R3(Ry — Ry) + 3(R2 — R2) + Ry(Ry — Ry)| +

C2 2
K$).(3,3) = S;jbgz [15R3(Ry + Ry) 4+ T(R? + Ry Ry + R32) + 39R2)

K5h(3,4) = egs L(csct + bsby) [2Ra(Rs — Ry) + 3(R3 — R3) + Ri(Rs — Ry)] +

(0302 -+ b3b2) [2R1 (Rg - Rz) + S(Rg — R%) -+ RQ(Rg - RQ)]}

K$).(3,5) = 5255 {(csea + bsby) [6R3(Ry + Ro) + (R3 + RyRy + R3) + 15R3] +

(2 +02) [2Ry(Rs — Ry) + 3(R2 — R3) + Ry(R3 — Ry)]}

K$)(3,6) = g5 {(cser + bsby) [6R3(Ry + Ro) + (R? + RiRy + R3) + 15R% +

(c3 4+ 03) [2R1(Rs — Ry) + 3(R3 — RY) + Ro(Rs — Ry)|}

K$)(4,4) = s {( + 3) [BRo(Ry + Rs) + (R + RiRs + R3) + 6R3] +
(cacr + babr) [2R3(Ry + Ro) + 3(RE + R3) + (1 + 4R )] + (3 + b3)
[BR1(Rs + R3) + (R3 + RyR3 + R2) + 6R?]}

7
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K©(4,5) = =2 {(cica + biba) [2R1(Ra + Rs) + 3(R3 + R3) + (R} + ARy Rs)) +
(3 +02) [2Ro(Ry + R3) + 3(R? + R2) + (R2 + 4R, R3)] + 2 (c1c3 + bybs)

[3Ro(Ry + R3) (RZ + R1Rs + R?) + 6R3] + (cac3 + babs) [2R3(Ry + Ra)+

3(R? + R3) + (R} + 4R, Ry)|}

K©(4,6) = =25 {(c} + 1) [2R1(Ry + Rs) + 3(R3 + R3) + (R} + 4Ry R3)] +
(cacr + baby) [2Ro(Ry + R3) + 3(R2 + R2) + (R% 4+ 4R, R3)] + (cic3 + bibs)
[2R3(Ry + Rs) + 3(R?2 4+ R3) + (R3 + 4R Ry)| + 2 (cacs + babs) [3R1(Re + R3)
+(R3 + RoRs + R3) + 6R3|}

K©(5,5) = =255 {(c3 + b3) [BRs(Ry + Ry) + (R} 4+ RiRy + R3) + 6R3] +

(Cobs + c3ba) [2R1(Ry + Rs) + 3(R? + R3) + (R} + 4Ry R3)| + (c3 + b2)

[3R2(R1 + R3) + (R? + R1Rs + R3) + 6R3|}

K9(5,6) = 257 {2 (c162 + biby) [BRs(Ry + Ry) + (R} + Ry Ry + R3) + 6R3] +
(c1c3 4+ b1bs) [2R1(R2 + R3) + 3(R3 + R%) + (R? + 4RaR3)] + (203 + babs)
[2Ro(Ry + R3) + 3 (R2 + R2) + (R3 4+ 4R 1 R3)] + (¢ + b2) [2R3(Ry + R2)+
3(R5+ R?) + (R3+ 4R 1 Ry)]}

K©)(6,6) = 455 o (e + b3) [BR3(Ry + Ry) + (R + RiRy + R3) + 6R3) +
(c1c3 + b1b3) [2Ro(Ry + R3) + 3(R? + R3) + (R + 4Ry R3)| + (3 + b2)
[3R1(Ry + R3) + (R3 + RyR3 + R2) + 6RY]}

1)
As parcelas K(Ze])%(n,p) = K(Zej)%(p, n) sado simétricas.
S2 - 2 vezes a drea do triangulo, vide eq.(4).
Os parametros R;; j=(1, 2, 3), s@o os raios dos respectivos vértices (j) do triangulo,
conhecidos, definidos pela discretizacao do dominio.
Os parametros (c;, b;); j=(1, 2, 3), sdo funcées dos vértices do triangulo, vide

eq.(4), portanto, também, valores conhecidos .

1.2- Célculo das parcelas Kﬁ?(p, n)=32%[[LR (NP%J}% + N, azv,,) dRd>
R =z

r " OR

. AN,
Determinando ( ONy, L )

OR ’ OR

O diferencial de N, (L1, Lo, L3):
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ON, ON, ON,
dN,, (L1, Lo, L3) = —"dL —"dL —"dL
(L1, Lo 3) oL, 1+8L2 2+8L3 3
Portanto:
ON,, ON, 0L, ON, 0L, ON,JL;
= 22
OR ~ 0L, OR 0L, 0R ' 9L, OR (22)
Pela eq.(4)

oL,

S @

Expressando a parcela K 1(%6) (p,n) mais adequadamente

Substituindo-se as eq.(23) e (22) em Kl(;) (p,n), tem-se:

ONy ON, ONy ON, ONy
(W% + NG ) o+ (M2 + N5 ) oo + (N, et

(24)
Mapeia-se a integral, eq.(24), do elemento real para o elemento de referéncia, pelo

jacobiano da transformacao, eq.(19).

Os termos %JX’?; n=(1,2,3,4,5 6);j= (1,2, 3) sao dependentes das fungoes de

area, veja eq.(13).
A transformada geométrica é caracterizada por R = RyL; + RoLs + R3Ls.
Substituindo-se estes parametros na eq.(24) tem-se a integral, no elemento de refer-
éncia, func¢ao, unicamente, de (L1, Lo, L3). Pelo apéndice-A, eq.(12), as parcelas K](f) (p,n)

sao determinadas:
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Ki(1,1) = 2 [Ry + L(Ry + Ry)]
K(1,2) = —z2— [e1 (5Ry + 6Ry + Ry) + ¢3 (6Ry + 5Ry + Ry)]
K)(1,3) = = [c1 (5Ry + 6R3 + Ry) + 3 (6Ry + 5R; + Ry))]
Ki (1,4) = g (1 + 2) Ri)
K$(1,5) = — o {c1 [2(Ra + Ry) — Ri] + ca (Ro + 2R3) + ¢5 (R3 + 2Rz)}
K§(1,6) = = [(c1 + ¢5) Ry
KR(2,2) = 22 [Ry + (R + Rs)]
Ki(2,3) = =52~ [c2 (5Ry + 6R3 + Ry) + 3 (6Ry + 5Rs + Ry))]
Ki(2.4) = - [(e2 + 2) Ro)
K§(2,5) = 7= [(c2 + ¢5) Ry
K)(2,6) = — 1= {c2[2(Ry + R3) — Ro] + c1 (R + 2R3) + ¢3 (Rs + 2R1)}
K(3,3) = 2% [Ry + L (R + Ry)]
K (3,4) = — 12— {cs[2(Ry + Ra) — Ra] + c1 (Ry + 2Ry) + c2 (Re + 2R1)}
K3i(3.5) = g [(es + ¢2) Ry
K5 (3,6) = = (5 + 1) Ryl
KR (4,4) = 12 |1 2R1 + 3Ry + Rs) + ¢2 (3R, + 2Ry + Ry))|
K(4,5) = 2= [e1 (Ry + 3Ry + Ry) + 2 (Ry + Ro + Rs) + 3 (2R1 + 3Rz + Ry))]
K)(4,6) = 72 [2¢1 (Ry + Ry + Ry) + ¢2 (3Ry + Ry + 2Rs) + ¢3 (3Ry + 2Ry + Ry)]
Ky (5,5) = 75 [ea (Ry + 2Ry + 3Rs) + ¢3 (Ry + 3Ry + 2R3)]
K§(5,6) = 72 [c1 (Ry + 2Ry + 3Rs) + ¢3 2Ry + Ry + 3Rs) + 2c3 (Ry + Ry + Rs))]
K§)(6,6) = 75 [c1 (2Ry + Ry + 3Rs) + ¢3 (3R1 + Ry + 2Rs)]

Os termos Kl(%e)(n,p) = K](%e) (p,n) sao simétricas.
1.3- Célculo das parcelas K](\Z)(p, n) = %ff }NpNndeZ

(25)

As fungoes de forma N,, (L, Lo, L3); n =1, 2 3 4,5, 6, sdo calculadas pela eq.(12).

Mapeia-se a referida integral do elemento real para o de referéncia, pelo jacobiano,



81

eq.(19).
No elemento de referéncia a integral é expressa pelas fungoes (Li, Lo, L3). Pelo
apéndice-A, eq.(12) calculam-se as parcelas K ](\Z) (p,m), que sao expressas na forma matri-

cial:

I —w —m 0 —5 0
e
7] = %2 _0214 _Oi ;11 _4% S S (26)
6 3 3 3
ERCI N
I

Pela representagao matricial (26) os termos K](;) (n,p) = KS) (p,n) sao simétricos.

1.4- Célculo dos termos K%, (p,n) = K2 [ [ R2N,N,dRdZ
R z
As fungoes de forma N, (L, Lo, L3); n = 1, 2, 3, 4, 5, 6, sdo, também, calculadas

pela eq.(12).
O parametro “R?” ¢ visto na eq.(20).
€)

As integrais relacionadas aos termos K}(;EM(p, n) sao calculadas no elemento de

referéncia, sejam:
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K (1,1) = 852 (1982 4 R2 4+ R2) + 3R, (Ry + Rs) + RyRs
Kipi(1,2) = =582 (3) [3 (R} + R3) + 2R\ R, — B3|

Ki9,(1,3) = — 588 (1) [3 (B2 + R3) + 2R, Ry — R}

K (1,4) =852 (6p2 _ 3R2 _ R2 _ 2R, Ry

K% .(1,5) = =80 9 R (R, + Ry) + 4RyRy + 3 (B2 + RY)]

K% .(1,6) = 852 [p2 L 3R2 L 9R, Ry — 6RY

K%,(2,2) = 852 [(19R2 4 R2 4+ R2) + 3R, (R, + Rs) + Ry Ry
Kigi(2,8) = =553 (3) 13 (B3 + B3) + 2Ry Ry — R}

Ki9i(2,4) = S50 (683 — 3R — B3 — 2R, Ry)

K',(2,5) = —852 (p2 L 3p2 _ 6R2 4 2R, Ry

K% .(2,6) = —852 9R) (R, + Rs) + 4R, Ry + 3 (R2 + RY)] (27)
K .(3,3) = 852 [(19R2 + R? + R2) + 3Rs (Ry + Ry) + RiRy)
K§9(3,4) = —2 (3 (R + B3) + 2Ry (Ry + Ra) + 4R, Ry
K'%,(3,5) = 852 (6r2 _ 3R2 — R2 2R, R,

K% .(3,6) = 592 (6p2 _ 3R2 _ R2 — 2R, Ry

K (4,4) = B2 104 (B2 | R2) 4 4R2 + 12Ry (Ry + Ry) + 36R, Ry
K)(4,5) = 852 (6 (R2 4 R2) + 8RRy + 12R, (Ry + Ry + Ry)]
K{$,(4.6) = "85 (6 (RS + R2) + 8RyRy + 12R, (Ry + Ry + Ry)]
K (5,5) = 592 94 (R2 1 R2) + 4R? + 12R, (Rs + Ry) + 36R3Ry)
K% ,(5,6) = 58192 (6 (R2 4 R2) + 8RRy + 12Ry (Ry + Ry + Ry)]
K%).(6,6) = 5892 94 (R2 1 R?) + 4R} + 12R, (Rs + Ry) + 36R3Ry]

Os termos desta parcela sao também simétricos K](_ze])w(n, p) = KI(;}/[(p, n).

Como as quatro parcelas, eqs.(21), (25), (26) e (27), responsaveis pela parte real
da matriz global, sdo simétricas, pode-se afirmar que a matriz de rigidez [A], resultante
do sistema de equagoes que caracteriza a andlise:[A]{q} = {v}, tem a parte real de seus
termos simétricos. O mesmo ocorre com suas partes imaginarias, que se relacionam com

os termos da formulagdo, eq.(1), referentes as integrais de linha nos acessos da estrutura.
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4.2.2 Anélise das integrais de linha nos acessos da estrutura

As integrais de linha que contribuem na formulacao do problema, se referem as
portas de entrada e de saida da estrutura, vide Figura 3 e Figura 6.

A discretizagao do dominio em elementos finitos triangulares, vide Figura 13,
adotada neste trabalho, reduzem as integrais de linha, de ambas as portas, as fronteiras

(1-6-3) nos respectivos elementos fronteirigos aos limites da estrutura.

(s) 61
P (z=0) .
WU

64

P (z=0)= 1 watt

(2=0) (z=t,)

Sr,

Porta de Entrada

Porta de Saida

Figura 13 As respectivas portas de entrada e saida da estrutura e as fronteiras relacionadas

as integrais de linha, da formulacao.

4.2.2.1 Calculo da integral de linha na fronteira (1-6-3)

Na Figura 14 é visto o mapeamento da fronteira (1-3-6) do elemento de referéncia

ao elemento real, em ambas as portas.
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. Elemento
\\ de
\, referéncia

Entrada da Estrutura Saida da Estrutura

Figura 14 Transformagao geométrica da fronteira (1-6-3) do elemento de referéncia aos

elementos globais.

A transformada geométrica da respectiva fronteira é definida por:

TG : R(n) = Ri1L1(n) + R3Ls(n) (28)
L1 =1- n
onde (0 <n <1): (29)
Ly=mn

Substituindo a eq.(29) em (28)

R(n) =R+ (Rs — Ri)n (30)

onde:

Entrada da estrutura:

Ry > Ry R(n) = Ry + |Rs — Ry|n (31)



Saida da estrutura:

Rs < Ry
N ()
1

1 6 3
0 12 10
N.(m)

1 6 B
0 12 I
N, ()

1

12 3
0 1 7
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R(n) = Ry — |Rs — Ri[n (32)

onde (N7, Ng, N3) sdo apresentadas na eq.(29).

Ne(n) = 4Ly (n) Ls(n)  (33)

Pelo jacobiano da transformagao, eqs.(31) e (32), tem-se

dr = :i:’Rg — Rl‘dn

(34)

(+) Porta de entrada da estrutura; (-) Porta de saida da estrutura;

As integrais de linha, de interesse, na entrada e na saida da estrutura, sao iguais,

como ¢ mostrado:

Para (p, n) = (1, 6, 3), veja Figura 15, as respectivas integrais sao:

Entrada da Estrutura:

Elemento Real

—

Iy = [}, R*N,N,dr

dr = |R3 - R1|d77

Elemento de Referéncia

Ip = [ R*(0)N,(n)Nn(n)

|R3 - R’ |d77
(35)
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Saida da Estrutura:

Elemento Real —_— Elemento de Referéncia

Ig = f JREN,Nudr |dr = —|Rs — Rildn|  Is = [ R*(n)N,(n)Na(n)

(—|Rs — Ri|dn)
Portanto
1
Is = [ _o B2()Ny(1) N ()
|Rs — Rqldn
(36)
A eq.(36) é igual a (35),
logo
Assim sendo, as integrais de linha na entrada e na saida da estrutura, se escrevem,

veja eq.(1) e Figura 3, Figura 6 e Figura 13, para (p, n) = (1, 6, 3):

le(p,n) = ]5(;&1 fbl R%*N,N,dR (entrada da estrutura)
Ls( — Zhogn be R*N,N,dR  (saida da estrutura)

67«2

Em ambas integrais, eqs.(35) e (36), é suficiente calcular os termos:

lp.) = 1R = Ral [ BNV, ) @7

l(p,n) = [R5 — Rill(p,n) (38)

onde:
R(n) = RiLi(n) + R3L3(n) = Ri + (Rs — R1)n

R(n)z = RlL% + 2R1R3L1L3 + R%Lg

0.0 = [ RN

Pela eq.(33) e (39)

[(1,1) = [ R2(n) (2L3(n) — La(n))" dny
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[(1,1) = g5(Rs — RBa)® + 53 (Rs — By) + £ RY = 3 B + R Rs + 53573

Com o mesmo raciocinio usado no célculo de [(1, 1) obtém-se

1(1,6) = £R? — {1 (Ry — Ry)> = 2R} — 2 R\Rs — =R}

11,3) = = [ & (R — Ra)? + 5 (Ry — Ry) + 55| = — [§ (B + BY) + )

1(6,6) = 28 (Ry — R1)* + SRi(Ry — Ry) + SR? = 1S (R} + R2) + £ R\ Ry (40)
1(6,3) = Z(Rs — R)* + LRi(Bs — Ry) + 4 = (2R, — Ry) + ﬁRg

[(3,3) = 2L (Ry — R1)> + ZRi(Rs — Ry) + 2R} = L R2 + LR Ry + 2%

Substituindo (39) em (38) tem-se as integrais na entrada e na saida da estrutura,

responsaveis pela parte imagindria da matriz de rigidez da formulacao eq.(1).

4.2.3 Calculo do vetor de carga

O problema do “continuo” é transformado, pelo MEF, a um problema matricial,

vide eq.(55), capitulo-2:

[A{q} ={V} (41)

O vetor {V}, do lado direito do sistema matricial eq.(40), o vetor de carga da
formulacao, o responsavel pela solugao nao-trivial desse sistema, é a condicao de Dirichlet
do problema, aplicada a porta de entrada da estrutura. Esta condicao se refere a imposicao
da poténcia incidente na estrutura ser unitaria.

Portanto, o vetor de carga ¢ calculado no acesso de entrada da estrutura, sob a
condigao de poténcia incidente unitaria, pelo termo, vide eq.(55), capitulo-2.

Para cada elemento (e), veja Figura 15, fronteirigo a entrada da estrutura, tem-se:



88

() J2ko .
p=123 V9 (p) = VTN, (r)dr (42)

r=a
TZ16, In (%) !

) =P o F=b,
P (z=0) I 221 1

NS %1
(i)

P (z=0)= 1 watt e 2e'2 3
gl -
- 1
r=a, _ 1
e 1
—em A %
T —
r=a, 3
(z=0) (z=t,)
Sr1
Porta de Entrada 8r2
Porta de Saida

Figura 15 O acesso de entrada da estrutura, e os respectivos “nés - (1, 6, 3)” relacionados

ao vetor de carga.
Em cada elemento ha 3 “nés” que contribuem ao vetor de carga, sao os de indices
(1-6-3), vide Figura 15.

No elemento de referéncia tem-se:

. . 72k o)/ ,
VO@p=j) = < v (5) j=1(1,6,3)
T21€0 I <%)

onde:

0O() = Ry — / N

Li(n)=1-n (43)
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z
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~
=
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As integrais v (j) = |Rs— R, | f \/7(1n)N;(n)dn foram calculadas pelo programa
Maple-14.

Os respectivos vetores de carga, em cada elemento (e), sao:

2k

TZ1€r, I (%)

Ay =

IV [ (2R3+14R, R2) Vs~ (9R} 28R R34-35R3 Ry ) VRY
VE(p=1)=j4 (105) : : (Rl—le)Z : }

O [ (3R3—T7RiR2)VRs—(3R}—TRs R?) vy
V( )<p - 6) - jAO (105) k - (Rl—R3)23 !

Ol o 5 \ | (2R3+14R3R?)V/R1—(9R3—28R1 R3+35R3Rs )V s
VEOp=3)=—jA (1) |~ BV a—
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5 RESULTADOS SELECIONADOS: PERDA DE RETORNO E
POTENCIA TRANSMITIDA NA ESTRUTURA

5.1 Introdugao

Nos capitulos anteriores, os passos necessarios a aplicagao do MEF, na modelagem
de descontinuidades entre cabo coaxial, descontinuidade-coaxial e cabo coaxial, foram
desenvolvidas minuciosamente.

Neste capitulo serao apresentados os requisitos que compoem a analise empreen-
dida. Estes, as respostas da anadlise, sao: a perda de retorno e a poténcia transmitida na

estrutura.

5.2 Perda de Retorno

A perda de retorno da estrutura é definida:

P
1Sul” = 2 (1)

onde:

P, - Poténcia espalhada, ou melhor, refletida na entrada da estrutura.

P; - Poténcia incidente, na porta de entrada, por hipdtese é unitaria; P, = 1 w.
S11 - Coeficiente de reflexao na porta-1, com a porta-2 casada, condicao satisfeita

na anélise.

5.2.1 Cdlculo da perda de retorno

Os campos eletromagnéticos no cabo coaxial, na entrada da estrutura, veja Figura

1 e eq.(29), capitulo-1:

—

A7) = [P (R0 1 B Ry a
Ey(r,2) = 2y [ H) (R)e 3% — H (R)e*%=] ar
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onde, sob a condigdo de poténcia incidente na porta de entrada, pela eq.(45a),

capitulo-2:

1 1

H (1) = ———1
o AN (Z—i) s

- He(i) (r): Campo magnético incidente na porta de entrada z = 0, (onda direta).

- He(s)(r): Campo magnético espalhado, no cabo coaxial na entrada da estrutura,

(onda retrégrada).

-7 = \1/2701: Impedancia de onda do modo TEM ou impedancia intrinseca do meio-1,
T1

(entrada da estrutura).

aq: raio do condutor interno.

by: raio do condutor externo.

Na entrada da estrutura, z=0, pela eq.(2) e (3):

Ho(r) = Hy" (R) + H” (R) (4)
Pela eq.(4) tem-se o campo espalhado (He(s) (r)) em fungao de Hy(R) calculado
pelo MEF e Héi)(R) conhecido, vide eq.(3):
Hy" (R) = Hy(R) — Hy"(R) (5)
O objetivo é calcular a perda de retorno, na porta de entrada, que se relaciona as
componentes elétrica e magnética espalhadas nesta porta:
1 S — — —
69 (r, z = 0) = SReal {Eﬁs)(R) HY (R)[(@, A y) - (—z)]} (6)

De acordo com a Figura 1, a poténcia espalhada flui na dire¢ao (—2).

Calculo do campo elétrico espalhado (ET(S) (r))
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Parte-se da equagdo de Amperes, regiao sem fontes, veja eq.(20b), item-(1.3),
capitulo-1:
Porta de entrada (z=0)
V A Hy(R) = jwe, E(R)

Portanto

0H, 1 0(rH,
_OHp, 1 (rHp)

jwer E(R) = Tt Ry (7)

Na eq.(7), a componente longitudinal do campo elétrico é nula, pois o campo

magnético nao depende da variavel angular.

Entao w = 0.
Pela eq.(7)
- —1 0H,
B(R) = —S05
( Jjwer 0z "
Pela eq.(2)
- k % s — i s —
E(R) = ~= [ (R) — HY(R)] 7= [BY(R) ~ EO(B)] 7 (8)

kL _

weq

A eq.(2) é confirmada pela eq.(8) onde

Pela eq.(8) tem-se o campo elétrico espalhado na porta de entrada da estrutura, z

EW(R) = —Z,Hy" (R)7 (9)

Substituindo a eq.(5) em (9), tem-se o campo elétrico espalhado em funcao das

grandezas conhecidas (H@(T) e Hg(i) (7’)):

EO(R) = ~Z; [Hy(R) — H(R)| 7 (10)

Substituindo as eq.(10) e (5) em (6) obtém-se o vetor de Poynting espalhado na
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porta de entrada da estrutura, z = 0:

S(R,z=0) = %Real [E(R) - H9*(R)]
Portanto
5O)(R, 2 =0) = %Real [(HQ(R) - Hé“(R)) : (Hg(r) - Hgﬂ*(m)} (11)

Calculo da poténcia espalhada no acesso de entrada da estrutura

Pela expressao do vetor de Poynting na porta de entrada da estrutura, eq.(11),

tem-se a poténcia espalhada na referida porta, vide Figura 6, capitulo-2:

27 b1
P, = / / (R, z = 0)RdRd# (12)
0=0 J R=

A eq.(12) é fungao, somente, da variavel radial.

P, = QWReal{%/bl [(HQ(R) _ He(z‘)(R)> . (HQ(R) - Hp(R))*} RdR} (13)

R=a1

Desenvolvendo eq.(13)

P, = 2rRea {2 [(1HoB)P + 1 HP (R)P) — (Ho(R)HS™ (R)+ "
Hg(R)Hé”(R))] RdR}

Pela identidade dos nimeros complexos (A + A*) = 2 Real (A), a eq.(14) se escreve:

. 2
P, = 2W%{ o HQ(”(R)‘ RdR+Rea1[ o |H9(R)|2RdR] _

(15)

9Real [ n HG(R)Hg“*(R)RdR} }

Célculo dos termos que compoem a eq.(15)
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. 2
1-Otermo Iy = 2m [, 4 |HY)(R)| RdR

O campo incidente, sob condigao unitaria de poténcia, eq.(3):

: 1 1
H(R,z=0) = = (16)
/1 In (%)
Portanto
L= Zin / § () - B (B)) rdr = — / " AR _
1 1 . 0 6 n <%> hea, R
Logo
2 ) o "o
11:27r/ 5 | (R)( dR:le/ g dr =1 (17)
R=a1 R=a1

A eq.(17) confirma que a poténcia injetada na entrada da estrutura é unitéria.
Hipdtese inicial de analise.

2 - Seja o termo IS = —4nReal [ ;;1:@1 4 <H9(R) : Hb(,i)*(R)> RdR]

O termo IQ(E) serd calculado no elemento (e) fronteirico ao acesso de entrada da
estrutura. Portanto, se refere aos “nés” p = (1, 6, 3) da interpolagdo quadratica em que

se expandiu o campo magnético, no respectivo elemento. Veja Figura 6, capitulo-2.

Seja o elemento (e) e p = (1, 6, 3)

HY(R) =Y q,N,(r) (18)

p=(1,6,3)
O coeficiente (qp) da expansao do campo magnético no espaco real, se relaciona

ao coeficiente (g,) no espago mapeado, vide a eq.(48), capitulo-2, por:

qp = \/R_PqP (19)

O coeficiente (g,) na eq.(19) é o auto-valor da matriz obtida pela aplicacdo do
MEF, na formulagao da andlise, eq.(1), capitulo-4.

Assim, o campo magnético na porta de entrada da estrutura é expresso pela



seguinte equacao:

HOR) = > (V) NolR

p=(1,6,3)

Substituindo a eq.(20) e (16) em I3

- Z \/_Real qp/

p=(1,6,3)

, tem-se:

Yo/ Zln bl

As integrais na eq.(21) sao calculadas no elemento de referéncia:

Elemento-Real | Elemento de Referéncia | Resultados

p:1 fRSNl R |R3—R1|fn1:0N1(

n)dn |Rs — Ry|

szfNR

p:3 fRBNgR

1
6

[Rs — Ru| [, No(n)dn | %|Rs — Ri|
1
6

|R3 — Ri| fnlzo N3 (n)dn

|R3 — Ry

onde:

R(n) = RiLi(n) + R3Ls(n) =

Ry + (Rs— R1)n

L — =2 [ 30 |Ry— R [\ /R; Real (q?”) + 4/ R Real <Qée)> +

e
\/§Real<q3 )]

3 - Célculo do termo Ig(, = 2mReal [

R=R;

Z1
2

@ |
o (R)‘ RdR]

Pelas eqs.(22) tem-se o termo da poténcia espalhada referente a 1'2(8):

95

(20)

(21)

(22)

(23)

(24)
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O campo magnético na entrada da estrutura é expandido pelas func¢oes de forma,

de acordo com a eq.(20):

Hy(R) = (VRy 4p) Np(R)
p=(1,6,3) (25)
Hy*(R) = (z , (vRs ¢%) Ns(R)

Substituindo as egs.(25) em I?Ee):

R3
1) =7 Y25 VAT Real(g) [ ZN(B)Ns(R)RAR (26)
p S -

Para cada elemento triangular (e) fronteirico com a porta de entrada da estrutura,

a eq.(26), é escrita:

19 = (r2,) {Rl a1’ [ Nu(R)NL(R)RAR + RiRs [uag + 4ias) [ Ni(R)No(R)RAR
+V 1Ry [q193 + 41gs] fé? Ni(R)Ns(R)RdR + R |q3]2 f}flg N3(R)N3(R)RdR

Vs Ts lasas + aiae] [ Na(R)No(R)RAR + Re la|” [ No(R)No(R) RdR |
(27)

Aplicando a identidade dos nimeros complexos (A 4+ A*) = 2 Real(A) na eq.(27),

tem-se:

19 =z, {31 a1l [ N2(R)RAR + Rs |gs|* [ N3(R)RAR + Rs|qs|” [ N3(R)RdR
42 [\/R_lRﬁ Real (¢145) [n* Ny(R)Ng(R)RAR + v/Bi Bs Real (145) [ Ni(R)Ns(R)RAR

+V 3R Real (4367) [ Ns(R)No(R) RdR| }
(28)

As integrais da eq.(28) sdo calculadas no elemento de referéncia, com auxilio das

eqs.(23):
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[ Ni(R)Ny(R)RdR = a1l (7R, 4 Ry)

[ Ns(R)Ng(R)RdR = “'Rf’l—gRl' (Ry + Rs)

[ N3(R)N3(R)RdR = Bl (TR, + R)) 29)
[ Ni(R)N3(R)RAR = — B2 Fil (R, 1 Ry)

[ Ni(R)Ng(R)RdR = %R

[ N3(R)Ns(R)RdR = B=Ril R,

Substituindo as integrais das eqs.(29) em (28) tem-se o termo 13(6), da poténcia

espalhada, referente ao elemento triangular (e), fronteirigo a porta de entrada da estrutura:

e Ry ()2 Rg (@) Rs ()
1) = 72, | Ry — Ry § b (TRy 4+ By) + =01 (Ry + Ry) + —2 - (TR + Ry)
<) (e eal(q1q3 ©) ea £)
49 [\/7R1R6 Rizl(qlqﬁ) L R601(q )" (Ry + Rs) + \/Wle(qsqb) 'R3:|}

(30)
Como era esperado, os termos que compoem a poténcia espalhada <I fe) , 12(6), 1 ?Ee)>
sao todos reais.
A poténcia espalhada pela porta de entrada da estrutura é o somatoério das potén-
cias de todos os elementos triangulares (e) que compoem a respectiva fronteira.
Pelas Figura 6, capitulo-2, ou Figura 15, capitulo-4. Considere e = 1, 2, 3 ... N..

Entao, a poténcia espalhada pela respectiva porta sera:

Ne
Ps =1+ _21:2 |Rs — Ril, {% %(Ll) [\/31 Real <q§e)> + 4V s Real (q((ie)> +

9 Ry 4R (5) R (G)
V3 Real (q§e>)] + 220 | 2L (TR + Ra) + — e (R + Ra) + —0 L (TRy + Ry)
<) (€ o ) (e ’ cal(quq (e)
49 {\/TRGRjzl(qqu) Ry + \/MRwl(ngG) Ry — JWR601(q a3) (R + R3)] }
(31)

Pela definicao de perda de retorno:
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’ S11|2 — &
B
Como poténcia incidente na estrutura é unitéria, P; = 1 w, a perda de retorno

procurada, ]SH|2 = Pg, é a poténcia espalhada pelo acesso de entrada da estrutura, ou

seja, a poténcia calculada pela eq.(31).

5.3 Poténcia Transmitida pela Estrutura

Em cada elemento (e) fronteirico a saida da estrutura (z = ts), veja Figura 6,
capitulo-2, e Figura 15, capitulo-4, o campo magnético nos respectivos “nés” p = (1, 6,

3) do elemento, se escreve:

]:Tée)(r, z=1ty) = Z qup(r)e_ijth'g (32)
p=(1,6,3)

Observe que devido ao cabo coaxial, na saida da estrutura, estar casado, a onda
eletromagnética, nesta secao, ¢ uma onda direta, nao ha onda reversa.
Os coeficientes (qp) da expansao do campo magnético, pelas fungoes de forma, no

espago real, se relacionam aos do espago mapeado, veja eq.(48) capitulo-2, por:

T, =/ Rytp (33)

Os coeficientes (qp) no espaco mapeados sao os calculados pelo MEF.
Os campos elétricos nos respectivos “nés” p = (1, 6, 3), do elemento em questao,
sdo obtidos com o mesmo raciocinio do item anterior, considerando na eq.(8), somente, a
onda direta:
ko

EO(R,z=ty) = —H"(R,z = ty)ar
WEy

Assim, levando a eq.(33) em (32):
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Eﬁe)(R,ZZtQ)ZZZ S /R,Ny(R)e T2ty
=(1,6,3)

e (34)

F(R,z=t)= Y +/RsNs(R)eIktg,

S=(1,6,3)
Onde Z, = 1207
2= V 2
A contribuigao de cada elemento (e), fronteirigo a saida da estrutura, é funcao do

vetor de Poynting que flui pela respectiva fronteira, ou seja

5@ (R, 2 = ts) = Real E (ET(R, 2 =1) AR,z = tQ)) : Z} (35)

Perceba que a onda direta, veja Figura 15 capitulo-4, flui na diregao (+7).
Substituindo as eq.(34) em (35), tem-se o vetor de Poynting relacionado ao ele-

mento fronteirico (e):

0\ (R, z = Z > V/R,R, Real (q,q5) N,(R)Ns(R) (36)

=(1,6,3) S=(1,6,3)

A contribuicao de cada elemento na poténcia que flui pela saida da estrutura sera

P = / / (R, z = to) RAOAR (37)
0=0

Substituindo as eq.(36) em (37):

Ry A
P =2r 3" > /R,R, Real (g4} / ?"’N,,(R)NS(R)RdR (38)

p=(1,6,3) S=(1,6,3)

A eq.(38) é a mesma da eq.(26), referenciada na entrada da estrutura.
Enfatizando; as integrais de ambas as equagoes, isto é, a integral da eq(38) em Py
e da eq.(26) em Iée), sao idénticas, como foi demonstrado no item (4.2.2.1) - “Célculo da

integral de linha na fronteira (1, 6, 3)”, no capitulo-4.
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Portanto, pela eq.(29), isto é, pelo termo Iée), tem-se a solugao da eq.(38), Pﬁe), a

contribuicao, da poténcia que flui pela saida da estrutura, de cada elemento fronteirico a
respectiva fronteira.

Pge) — basta substituir na eq.(30), Z; = \1/2701, da entrada da estrutura, por, Zy =
71

120m - da saida, assim como, referenciar os parametros: (Ri,q;), (Re, qs) € (Rs,q3) aos da

NG )
salda da estrutura.

A poteéncia que flui pela saida de uma estrutura, constituida por N, elementos

fronteiricos sera:
Ne
_ (e)
Pr= Z Py
e=1,2

5.4 Balanceamento da Energia

O balanceamento da energia é um parametro adequado a verificacao dos resultados
encontrados.

O balanceamento da energia é definido por:

PZZP(S)—FP]C

Como a analise foi desenvolvida sob a hipétese de que P; = 1 w, entao, a condigao

que as grandezas calculadas devem satisfazer é

1=PY 4 Py

onde:
P® - Poténcia espalhada pela porta de entrada (z =0).
P - Poténcia que flui pela porta de saida da estrutura (z = ts).

P; = 1 w - Poténcia injetada na estrutura, pela porta de entrada (z = 0).
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6 VALIDACAO DO METODO

6.1 Introducao

Utilizando-se o formalismo desenvolvido nesta dissertacao, diversas estruturas rela-
cionadas as descontinuidades, cabo coaxial—descontinuidade coaxial—cabo coaxial, foram
analisadas no que diz respeito ao comportamento da sua perda de retorno, para a faixa de
1 a 20 GHz, ora sob a influéncia de corrugacoes, ora sob a influéncia de variagao angular
nos condutores interno e externo, e, por fim, ora sob a influéncia de ambos, como veremos
a seguir.

Deve-se frisar que devido aos computadores utilizados na colheita dos resultados
nao apresentarem uma potencialidade que permitisse a utilizagao de uma rede densa, os
graficos obtidos, como era de se esperar, oscilaram em torno daqueles de convergéncia
absoluta.

Entretanto, como o objetivo era desenvolver um método que permitisse analisar
as respectivas descontinuidades no cabo coaxial, esses resultados demonstraram que o

método é confidvel, com um alto grau de convergéncia em malhas densas.

6.1.1 Estruturas analisadas

6.1.1.1 Estrutura 01: Estrutura de Linha de Transmissao (L. T.) com corrugagao e sem

desnivel

Foi analisado uma estrutura com uma corrugagao mostrada na Figura 16.
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Figura 16 Estrutura de L.T. com corrugacao no condutor interno e externo.

Com o objetivo de validar o método desenvolvido neste trabalho, comparou-se o
comportamento da perda de retorno para a faixa de 1 a 20 GHz com os resultados obtidos
pelo Método do Casamento Modal (MCM)[7], vide Figura 17. Percebe-se o alto grau de

concordancia entre ambos os métodos.

Frequéncia (GHz)
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22

houw

-10
/__-r W

Perda de Retorno (dB)

W WM
howmom

-40

[== MEF ----mcm]

| Malha da estrutura: 25 eixos verticais por 50 eixos horizontais
| Malha da corrugacgdo: 5 eixos verticais por 20 eixos horizontais |

Figura 17 Resultados da perda de retorno utilizando o MCM e o MEF, para a estrutura

de L.T. com corrugacao no condutor interno e externo.

Na Figura 18 é mostrada a fase e na Figura 19 o valor de [r H(r)], ambos para
as portas de entrada e de saida da estrutura. Por meio destas figuras constata-se o alto
grau de concordancia dos resultados obtidos pelo formalismo elaborado neste trabalho,
pois sabe-se que para o modo TEM as frentes de onda sao superficies equi-fases e o campo
magnético varia inversamente proporcional ao raio, fato esse mostrado pela Figura 19 por
meio do produto do raio pelo campo magnético no respectivo ponto, o qual é constante.

Esses resultados confirmam que os modos existentes, nas portas de entrada e saida da
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estrutura, sao realmente o TEM.
Isto ocorre devido as respectivas portas estarem suficientemente afastadas da secao

de transicao, nao possibilitando a presenca dos modos evanescentes originados na descon-

tinuidade da secao II.

100

75 +

50 +

Fase

25

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
No6s na porta de entrada e saida

| —Na porta de entrada - --Na porta de saida |

Figura 18 Resultados da fase nas portas de entrada e saida, para a estrutura de L.T. com

corrugacgao no condutor interno e externo.

Nos na porta de entrada e de saida

0 10 20 30 40 50 60 70 80 S0 100
-0,144 e

-0,146

rH(r)

-0,148

-0,15

—— Na porta de entrada
Na porta de saida

Figura 19 Resultados do comportamento [r H(r)] nas portas de entrada e saida, para a

estrutura de L.T. com corrugacao no condutor interno e externo.

A seguir, considerou-se a estrutura da Figura 16 com a seguinte modificacao: a

altura das corrugacgoes passou de 3.0 mm para 1.0 mm, vide Figura 20.



104

SECAOII
SECAO | l SECAOQ I
™1
P —— T — _
[ ] ]
o(mm SECAOI o(mm) SECAON p(mm) SECAOII
10.0; 11.0 — 100, —
L) — 5.0 _ L)) p—
0 450 z(mm) 450 350" z(mm) 550 1000 'z (mm}

Figura 20 Estrutura de L.T. com corrugacao no condutor interno e externo.

A perda de retorno calculada pelo método deste trabalho foi comparada, também,

com os resultados do MCM [7] mostrados na Figura 21.

6

Frequéncia (dB)
10 12 14 16 18 20 22

8

-4

-8

-12

-16

-20

-24

-28

-32

-36

Perda de retorno (dB)

-40

-44 -

Figura 21 Resultados da perda de retorno utilizando o MCM e o MEF, para a estrutura

de L.T. com corrugagao modificada no condutor interno e externo.

Como mostra a Figura 21, os resultados, encontrados com 25 eixos verticais e 30

horizontais e a malha na corrugagao com 5 verticais e 20 horizontais, oscilaram em torno

daqueles considerados exatos, obtidos pelo MCM.

Verifica-se, prontamente, que o método apresentado neste trabalho fornece, por-

tanto, resultados confidveis.

6.1.1.2 Estrutura 02: L. T. com um anel dielétrico, sem corrugacao e sem desnivel

A mesma analise foi realizada para uma estrutura de L.T. lisa, sem desnivel e com

um anel dielétrico, mostrado na Figura 22.
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Figura 22 Estrutura de L.T. lisa, sem desnivel e com um anel dielétrico.

Com o objetivo de comprovar a exatidao do método desenvolvido, confrontou-se o
comportamento da perda de retorno para a faixa de 1 a 20 GHz com os resultados obtidos
pelo Método do Casamento Modal (MCM).

Novamente, os resultados encontrados por este trabalho demonstraram boa con-
cordancia com o Método do Casamento Modal.

A pequena discordancia observada na Figura 23 foi devido a limitacao do recurso
computacional a disposicao, o qual, por meio da capacidade de memoria 1til, limitou a

analise a uma rede composta por 38 eixos verticais e 40 eixos horizontais.

Frequéncia (GHz)
0 4 8 12 16 20

=
o

-
wn
L

Perda de Retorno (dB)
o
o

Figura 23 Resultados da perda de retorno utilizando o MCM e o MEF, para a estrutura

de L.T. lisa, sem desnivel e com um anel dielétrico.

As Figura 24 e Figura 25, relacionadas as equi-fases e ao [r H(r)|, confirmam as

propriedades fundamentais do modo TEM.
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Figura 24 Resultados da fase nas portas de entrada e saida, para a estrutura de L.T. lisa,

sem desnivel e com um anel dielétrico.

N6s na porta de entrada e saida

0 20 40 60 80
13,6 1 , .
13,65
13,7 -
13,75 -
AT | e e s it s
13,85
-13,9

r H(r)

—Na porta de entrada — =MNa porta de salda

Figura 25 Resultados do comportamento [r H(r)] nas portas de entrada e saida, para a

estrutura de L.T. lisa, sem desnivel e com um anel dielétrico.

6.1.1.3 Estrutura 03: L. T. sem corrugacao e com desnivel angular do condutor interno

Neste item serao analisados dois cabos coaxiais, interligados por uma estrutura
que sofrera variagao angular no seu condutor interno. Esta variacao serd efetuada no
intervalo angular de 0° até o angulo critico, quando, entao, o condutor interno se encontra
ao externo.

Na Figura 26 vé-se a estrutura sem variacao angular. Ela é constituida por 3
secoes. As secoes I e Il tém um comprimento suficiente para que na porta de entrada e

de saida da estrutura haja somente o modo TEM puro, e sao, respectivamente, de 10 mm
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e 30 mm. A secao correspondente a descontinuidade é a secao II, cujo comprimento é de

60 mm.
SEGAO | SEGAO Ii SEGAO Il
Cabo-1 Sem Transigao Cabo-2
| |
Fig I |
[ : '
| I
[ ! '
b,=10.0 T T
‘ | o
e=1 | g=1 | g
l ' |
| I
=50 1 } —
a7 > Too 100 70.0 | 100.0
[ : '
| I
[ ' '

Figura 26 Estrutura de L.T. sem corrugacao e sem desnivel.

A andlise da perda de retorno com a frequéncia, da estrutura sem desnivel, é
mostrada na Figura 27. A perda de -35 dB foi obtida com uma malha limitada em
40 eixos verticais e 40 horizontais, a capacidade computacional maxima. Para malhas
de alta densidade, os resultados da perda de retorno, Figura 27, apresentaria valores
mais condizentes com os esperados. Entretanto, com os recursos disponiveis, o programa

mostrou-se ser suficientemente confidvel.

Frequéncia (Ghz)
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22

o
o

-10,0
-20,0
-30,0
-40,0
-50,0

Perda de Retorno (dB)

| --- Perdade retorno (valores reais) = —— Curva de tendéncia

Figura 27 Resultados da perda de retorno na porta de saida, para a estrutura de L.T.

sem corrugacao e sem desnivel.

Nas Figura 28 e Figura 29 sao vistos, respectivamente, a fase e o comportamento
[r H(r)] na entrada e na saida da estrutura. Evidenciando a presenca tinica do modo

TEM.
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Figura 28 Resultados da fase nas portas de entrada e saida, para a estrutura de L.T. sem

corrugacao e sem desnivel.

Noés na porta de entrada e saida

0 20 40 60 80

-14,45 ' ! :
-14,5
-14,55
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-14,65
-14,7
-14,75-

| — porta de entrada — porta de saida |

r H(r)

Figura 29 Resultados do comportamento [r H(r)] nas portas de entrada e saida, para a

estrutura de L.T. sem corrugacao e sem desnivel.

A seguir, a estrutura mostrada na Figura 26 terd a secao II modificada por um
desnivel angular do condutor interno no intervalo de 0 < 6 < 4,7636°, vide Figura 30.
O angulo 4,7636° corresponde ao desnivel em que o condutor interno encontra o externo,
consequentemente, transformando a saida da estrutura em uma descontinuidade em curto-

circuito. Nesta condicao é esperada uma perda de retorno de 0 dB, vide Figura 38.
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! Variando angulo interno até o :

| I angulo limite de 4.7636°
I
Figura 30 Estrutura de L.T. sem corrugagao e com desnivel angular no condutor interno

para o intervalo de 0 < 6 < 4,7636°.

- Desnivel de 0,5° no condutor interno:

Na Figura 31 percebe-se o comportamento da perda de retorno com um desnivel
de 0,5° no condutor interno. Comparando-a com a Figura 27 do guia liso verifica-se uma
degradagao no comportamento da estrutura, como era de se esperar.

Frequéncia (GHz)

0O 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22

g o+ttt
g -5
(o]
5-10
15
(<5}
-
o -20 \--k_‘—--
2
& -25-

\- --Perda de retorno (valores reais) —— Curva de tendéncia

Figura 31 Resultados da perda de retorno para a estrutura de L.T. sem corrugacao e com

desnivel de 0,5° no angulo interno.

- Desnivel de 1,0° no condutor interno:
Alterando o desnivel, agora para 1,0°, a degradacao da perda de retorno acentua,

como visto na Figura 32.
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Figura 32 Resultados da perda de retorno para a estrutura de L.T. sem corrugagao e com

desnivel de 1,0° no angulo interno.

- Desnivel de 1,5° no condutor interno:

Com 1,5°, a degradagao acentua-se nas frequéncias inferiores, permanecendo quase

inalterada nas superiores, embora em toda a faixa a perda seja menor do que 15 dB.

Perda de Retorno (dB)

Frequéncia (GHz)
8 10 12 14 16 18 20 22

1 lI | | | | ] 1 1 | |

1 1 1 1 1 T ] 1 1

M T

= ==

--- Perda de retorno (valores reais) — Curva de tendéncia ‘

Figura 33 Resultados da perda de retorno para a estrutura de L.T. sem corrugacgao e com

desnivel de 1,5° no angulo interno.

Analisou-se, também, o comportamento da fase e o valor [r H(r)] nas portas de

entrada e de saida da estrutura, como mostram a Figura 34 e a Figura 35, o qual

confirma a presenca de um tnico modo TEM em ambas as portas.
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Figura 34 Resultados da fase nas portas de entrada e saida, para a estrutura de L.T. sem

corrugacao e com desnivel de 1,5° no angulo interno.
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Figura 35 Resultados do comportamento [r H(r)] nas portas de entrada e saida, para a

estrutura de L.T. sem corrugacao e com desnivel de 1,5° no angulo interno.

tando uma banda entre 07 e 11 GHz com o valor em torno de - 15 dB, vide

36.

- Desnivel de 2,0° no condutor interno:

Com o desnivel de 2,0° a perda de retorno continua extremamente alta, apresen-

Figura
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Figura 36 Resultados da perda de retorno para a estrutura de L.T. sem corrugacgao e com

desnivel de 2,0° no angulo interno.

- Desnivel de 2,5° no condutor interno:

Com esse desnivel a perda de retorno, mostrada na Figura 37, aumenta e a faixa

em que seu valor é menor se desloca para um valor entre 9 e 14 GHz, em torno de 11,5

GHz.
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Figura 37 Resultados da perda de retorno para a estrutura de L.T. sem corrugacao e com

desnivel de 2,5° no angulo interno.

- Desnivel de 4,7636° no condutor interno:

Com esse desnivel de 4,7636° o condutor interno entra em contato com o externo,

configurando uma descontinuidade em curto-circuito. A perda de retorno, como esperado,

é total, conforme mostrado na Figura 38.
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Figura 38 Resultados da perda de retorno para a estrutura de L.T. sem corrugacao e com

desnivel de 4,7636° no angulo interno.

6.1.1.4 Estrutura 04: L. T. com corrugacao, com desnivel fixo no angulo do condutor

interno e variavel no angulo do condutor externo

Esta andlise foi realizada com uma malha de 4500 nods referenciados a 30 eixos
horizontais e 36 verticais na estrutura, enquanto que a corrugacao foi discretizada com 3
eixos verticais e 4 horizontais.

Na Figura 39 veé-se a estrutura de L.T. com corrugacao e sem desnivel angular,
cujo resultado da perda de retorno é mostrado na Figura 40.

SECAO| SECAOII SEGAQ Il
Cabo-1 Transi¢ao Cabo-2

m%ﬁ

€=1

49.5 505 70.0

m
[}

Figura 39 Estrutura de L.T. com corrugacao e sem desnivel angular.

Percebe-se que os resultados encontrados sao muito semelhantes ao da Figura
27, referente a estrutura de L.T. lisa e sem desnivel. Esta semelhanca, que nao deveria
ocorrer, pois a estrutura da Figura 39 é corrugada e a da Figura 26 ¢é lisa, deve-se a

fraca discretizacao em torno da corrugacao, a qual é negligenciada na analise.
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Figura 40 Resultados da perda de retorno para a estrutura de L.T. com corrugagao e sem

desnivel.

A seguir serd analisada uma transicdo, com a corrugacao mostrada na Figura
39, sob a variacao angular de 2° no angulo do condutor interno e variacoes angulares no
condutor externo até o limite de 15°, como mostra a Figura 41.

SECAO | SECAOII SEGAQ Il

Cabo-1 Transigao Cabo-2

|
Variagdo do |
angulo externo :

—_——_—— — —

Figura 41 Estrutura de L.T. com corrugagao, sob a variagao angular de 2° no angulo do

condutor interno e variagoes angulares no condutor externo até o limite de 15°.

Os resultados da perda de retorno das estruturas analisadas, a seguir, apresen-
tam comportamento oscilatério que foi suavizado por intermédio de uma interpolacao de
polindmio de grau 6, vista pela linha cheia nos graficos. A linha pontilhada se refere aos
resultados obtidos. Esta oscilagao decorre da impossibilidade de se aplicar uma discretiza-
¢ao superior a 5000 pontos, que é extremamente limitada para o objetivo pretendido.

- Desnivel de 2,0° no condutor interno e sem desnivel no externo:
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Essa estrutura, mostrada na Figura 42, é a base das andlises subsequentes que

serao efetuadas variando-se o angulo do condutor externo.
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Figura 42 Estrutura de L.T. com corrugacgao, com desnivel de 2° no condutor interno e

sem desnivel no externo.

Com relacao a perda de retorno da estrutura sem desnivel, vide Figura 40, percebe-
se que tal desnivel no condutor interno, embora seja de 2,0°, provoca uma perda de retorno

nao desprezivel.
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Figura 43 Resultados da perda de retorno para a estrutura de L.T. com corrugagao, com

desnivel de 2° no condutor interno e sem desnivel no externo.

Comparando com a Figura 36, referente a uma estrutura idéntica a da Figura 42,
porém sem corrugacao, nota-se uma semelhanca entre as respectivas perdas de retorno.

Este fato comprova que a fraca discretizagao em torno da corrugacao, de 03 eixos
verticais e 04 eixos horizontais, estda muito aquém da discretizacao exigida para que o

resultado levasse em conta a referida corrugacao.
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As trés analises, a seguir, mostram um comportamento inusitado da perda de
retorno com o desnivel angular tendendo ao paralelismo entre os respectivos condutores.

O que se verificou é que na medida em que os condutores vao se tornando paralelos,
a perda de retorno tende a diminuir até o limite de 2,0° em cada condutor, quando ocorre
o paralelismo. A partir desse valor a perda volta a se deteriorar, como visto nas figuras a
seguir:

- Desnivel de 2,0° no condutor interno e de 0,5° no externo:

Frequéncia (GHz)
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22
'6 T T T T T T T T T T 1

Perda de Retorno (dB)

| --- Perda de retorno (valores reais) —— Curva de tendéncia |

Figura 44 Resultados da perda de retorno para a estrutura de L.T. com corrugacao, com

desnivel de 2° no condutor interno e de 0,5° no externo.

- Desnivel de 2,0° no condutor interno e de 1,0° no externo:

Frequéncia (GHz)
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Figura 45 Resultados da perda de retorno para a estrutura de L.T. com corrugagao, com

desnivel de 2° no condutor interno e de 1,0° no externo.

- Desnivel de 2,0° no condutor interno e de 2,0° no externo:
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Figura 46 Resultados da perda de retorno para a estrutura de L.T. com corrugagao, com

desnivel de 2° no condutor interno e de 2,0° no externo.

Constata-se na Figura 46 (paralelismo entre os dois condutores) uma melhoria da
perda de retorno com relagao aos desniveis continuos, apresentados nas Figuras 43, 44 e
45.

Desnivel de 2,0° no condutor interno e desniveis superiores a 2,0° no externo:

- Desnivel de 2,0° no condutor interno e de 5,0° no externo:
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Figura 47 Resultados da perda de retorno para a estrutura de L.T. com corrugagao, com

desnivel de 2° no condutor interno e de 5,0° no externo.

- Desnivel de 2,0° no condutor interno e de 10,0° no externo:
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Figura 48 Resultados da perda de retorno para a estrutura de L.T. com corrugagao, com

desnivel de 2° no condutor interno e de 10,0° no externo.

- Desnivel de 2,0° no condutor interno e de 15,0° no externo:

Freguéncia (GHz)
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Figura 49 Resultados da perda de retorno para a estrutura de L.T. com corrugacao, com

desnivel de 2° no condutor interno e de 15,0° no externo.

As perdas de retorno, mostradas nas Figuras 47, 48 e 49, com desnivel no condutor
externo superior a 2,0°, respectivamente com 5,0°, 10,0° e 15,0°, suscitaram a degradacao

destas em funcao da reducao do paralelismo entre os condutores.
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7 CONCLUSAO

Na execucao desta dissertacao verificou-se que, dentre os métodos reconhecidos no
formalismo da analise empreendida, aquele que apresenta o maior grau de dificuldade foi
o adotado. Para essa anélise recomenda-se a metodologia referenciada em [5], em que a
equacao de Helmholtz é usada diretamente para formular o problema sem necessidade das
transformacoes exigidas pelo método adotado neste trabalho.

A andlise destas descontinuidades exige uma robusta malha de discretizacao da
estrutura em elementos finitos, o que implica num refinamento na armazenagem dos el-
ementos da matriz resultante. Este refinamento na armazenagem é obtido pela técnica
da matriz banda, uma vez que o Método dos Elementos Finitos é condizente a matrizes
desta natureza. Este critério nao foi adotado neste trabalho, o que limitou a capacidade
de discretizacao da estrutura em elementos finitos. Foi utilizada matriz plena que exige
uma elevada quantidade de meméria de armazenamento. Os computadores disponiveis
na execuc¢ao do trabalho nao permitiram um armazenamento superior a 5700 nds, o que
forneceu resultados aproximados em torno dos esperados.

Apesar das dificuldades apontadas, o método se mostrou perfeitamente confiavel,
fornecendo para muitas estruturas resultados com um alto grau de concordancia com

aqueles ja validados pelo Método de Casamento de Modos.



[1]
2]
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APENDICE A - Célculo da integral f;:O fn(igg) LYLS LSdnd€ no espago de referéncia

A integral no espaco das coordenadas baricéntricas é efetuada no triangulo, mostrado

na Figura 50:

A

TELR 4

(0,0) n=0 (1,0)

Figura 50 Triangulo no espago de Referéncia.

De acordo com as funcoes de Lagrange, no espago de referéncia, ou melhor, as

funcoes das coordenadas baricéntricas:

Li¢n)=1-¢—n
L3(€777) =17

Portanto, o lado (3-2) do triangulo (A-B-C) tem por coordenada baricéntrica

Li(¢,m) = 0. Assim, a hipotenusa (B-C) do referido triangulo é a reta:

=(1-9] poisLi(&n) = (1-€-n) =0

A integral de area se escreve:

S oroquee . )
I = A LY (&,n) Ly (&§,n) Ly (&, 1) dnd§ (2)
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Substituindo as egs.(1) em (2)

1 (1-¢)
_ ¢ \@¢b
I_/go/no (1= € — )" ofdnde (3)

Para se transformar a integral eq.(3) nas fungoes gama (5 (p,q)), utiliza-se a
seguinte transformagao:

Para, £&= const

n=[1-1 n
dn = (1 —&)dt
Os limites da integral em (n) agora sdo:
n=0—t=0 5)
n=01-¢—=t=1
Substituindo as eqs.(4) e (5) na integral (3)
I= [(1—&) =) [(1 -6 (1 —¢)dtd
/5/ €1~ )] (1 €) g
onde [(1 = &) — (1= -1-9t* =[1- -1
Entao
I = 19" (1 =) (1=t (1 — &) dtd 6
L oo amre g oo (©

A integral (6) é simplificada em:

1= [ T e 0y e

Logo

r=( ;0 ea-gra) ([ ra-oa) @

A integral (I), eq.(7), ficou reduzida a dois termos, relacionados a funcao de Euler
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de 1% espécie, também conhecida por funcao beta, ou seja

1
B@ﬂ%:/tf%l—qut ‘p>0eq>0
0

A funcao beta se relaciona a funcao gama:

LT
Bp.q) = =22

Liprg)
E a funcao gama é definida:
Ly =(@-1)
L= (-1

11(,’0—&-(1) = (p +q— 1)!

Portanto

/1 tp_l(l o t)q_ldt — F(P)P(Q) — (p B 1)'(61 B 1)' (8)
0 Liptq) (p+q—1)

Substituindo a eq.(8) em (7) tem-se
1%) Parcela

1 1
b1 eyatetl p-1 (1 eya—t g _ (2= 1N g—1)!
ea-o d&%/()g gt = O]

As duas integrais se relacionam por:

p—1=b

qg—1l=a+c+1

p+qg—2=a+b+c+1

Logo : p+q—1=a+b+c+2

Entao

15%1_Owﬁukz bl (a+c+1)!

£=0 (a+b+c+2)'
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2%) Parcela

/1 ta(l—t)cdt%ftpl (1—6) " dt = (r=D'(g=1)!

t (p—l—q—l)!

As duas integrais se relacionam por:

pt+tqg—2=a+c

Logo : p+g—1=a+c+1

Entao

alcel

/t:O t*(1—t)dt = CE— (10)

A integral procurada é a eq.(7)

I= ( ;0 (1 —¢)rtet! dg) (/tlo te (1 —t)%lt)

Substituindo as egs.(9) e (10) em (7)

l ! el
- bl(a+c+1)! alc! (11)
(a+b+c+2)! (a+c+1)!
Simplificando a eq.(11) tem-se o valor da integral:
=9 alblel
LY LY Lsdndé = - 12
/go/no ihaLadnds (a+b+c+2)! (12)




