\&%% Universidade do Estado do Rio de Janeiro

£l %
£l UE“”RJ ;‘ Centro de Tecnologia e Ciéncias
o -
? esrapo Faculdade de Engenharia
L

Ediwan Sousa da Silva

Aplicacdo de Condicbes de Fronteira Absorvente (PML) a Analise de

Estruturas Dielétricas por Elementos Finitos

Rio de Janeiro
2017



Ediwan Sousa da Silva

Aplicagédo de CondicOes de Fronteira Absorvente (PML) a Andlise de Estruturas

Dielétricas por Elementos Finitos

Dissertacdo apresentada, como requisito
parcial para a obtencdo do titulo de
Mestre, ao Programa de Pds-graduacéo
em Engenharia ~ Eletronica, da
Universidade do Estado do Rio de
Janeiro. Area de  Concentragio:
Comunicac0es opticas.

Orientadores: Prof. Dr. José Rodolfo Souza

Prof. Dr. Antonio Romeiro Sapienza

Rio de Janeiro
2017



CATALOGACAO NA FONTE
UERJ / REDE SIRIUS / BIBLIOTECA CTC/B

S586  Silva, Ediwan Sousa da.
Aplicacdo de condigdes de fronteira absorvente (PML) a analise de
estruturas dielétricas por elementos finitos / Ediwan Sousa da Silva —
2017.
219f.

Orientadores: José Rodolfo Souza e Antonio Romeiro Sapienza.
Dissertacdo (Mestrado) — Universidade do Estado do Rio de Janeiro,
Faculdade de Engenharia.

1. Engenharia Eletronica. 2. Guias de ondas dielétricos-
Dissertagdes. 3. Método dos elementos finitos- Dissertacdes. 4.
Propagacdo de ondas- Dissertacdes. |. Souza, José Rodolfo. II.
Sapienza, Antonio Romeiro. I11. Universidade do Estado do Rio de
Janeiro. V. Titulo.

CDU 621.319.2

Autorizo, apenas para fins académicos e cientificos, a reproducao total ou parcial desta tese,

desde que citada a fonte.

Assinatura Data



Ediwan Sousa da Silva

Aplicacao de Condigdes de Fronteira

Absorvente a Analise de Estruturas

Dielétricas por Elementos Finitos

Dissertagdo apresentada, como requisito
parcial para a obtengdo do titulo de Mestre,
ao Programa de Pés-graduagdo em
Engenharia Eletronica, da Universidade do
Estado do Rio de Janeiro. Area de

Concentrag@o: Comunicagdes dpticas.

Aprovado em: 24 Qo wAaols ot Ul

Banca Examinadora:

Faculdade de (Engenharia — UERJ

Chm ik A

Prof. Dr(. José Rodolfo Souza (Orientador)
Faculdade de Engenharia — UERJ

iy /7 //(z;ﬂ}ﬂ?

Prof*. Dr2. Paulb Braflldéo Harboe

Faculdade de Engenharia - JFF

Prof. Dr. Lisandro Lovisolo

Faculdade de Engenharia — UERJ

Rio de Janeiro

2017



DEDICATORIA

Dedico este trabalho ao meu Senhor e Salvador Jesus Cristo, Palavra de Deus que veio
em carne, nasceu de uma virgem, morreu na cruz por nossos pecados, ressuscitou ao terceiro

dia e esta assentado a destra do Pai como Unico mediador entre Deus e os homens.



AGRADECIMENTOS

A Jesus, pois, sem Ele, nada posso fazer, mas n’Ele, que me fortalece, posso tudo.

A minha amada esposa Midian, mulher que muito excede em exceléncia qualquer
tesouro terreno, a cuja felicidade quero empenhar cada segundo de nossas vidas. Obrigado
pelo seu apoio incondicional. Te amo.

Ao Prof. Sapienza, pela fé e esforco empenhados nesta dissertacéo.

Ao Prof. Rodolfo, por acreditar neste trabalho.

Aos professores Paula Branddo Harboe e Lisandro Lovisolo, por aceitarem integrar a
banca examinadora.

A minha irm4, Vivian, por me dar “apoio logistico” na confecgdo deste trabalho.

Aos meus chefes e superiores hierarquicos, presentes e passados, por me permitir
dedicar o tempo necessario a este trabalho.

A todos que, direta ou indiretamente, me apoiaram na jornada.



(...)Por isso estdo diante do trono de Deus e 0 servem de dia e de noite no Seu templo;

e aquele que esté assentado no trono os cobrird com a Sua sombra.

Nunca mais terdo fome, nunca mais terdo sede; nem sol nem calma alguma caira sobre

eles, porque o Cordeiro que esta no meio do trono os apascentara e Ihes servira de guia para as
fontes das aguas da vida; e Deus limpara de seus olhos toda lagrima.

Apocalipse 7:15-17



RESUMO

SILVA, E. S. Aplicagéo de condicdes de fronteira absorvente (PML) a anélise de guias de
onda dielétricos por elementos finitos.2017. 219f. Dissertacdo (Mestrado em Engenharia
Eletronica) - Faculdade de Engenharia, Universidade do Estado do Rio de Janeiro, Rio de
Janeiro, 2017.

Este trabalho desenvolve um formalismo para analisar a propagacdo de ondas em
guias de onda dielétricos abertos, pelos métodos: Vetorial Magnético e dos Elementos
Finitos.O dominio de guias abertos é infinito. A aplicacdo de fronteiras absorventes
perfeitamente casadas (PML — Perfectly Matched Layer) adapta a regido externa ao dominio
finito, computacionalmente tratavel. Na andlise desenvolvida, as camadas PML foram
implementadasem programa Fortran para simular a propagacao de ondas eletromagnéticas em
estruturas dielétricas anisotropicas. Esse programa foi formulado pelos métodos Vetorial
Magnético e dos Elementos Finitos, com resultados bastante satisfatérios.Para validar o
método, estudaram-se 0s guias: retangular anisotropico, canal e o guia ARROW
(AntiRessonant Reflecting Optical Waveguide). As confrontagdes dos resultados obtidos com
os da literatura foram satisfatorias.

Palavras chave: Método dos Elementos Finitos;Fronteira absorvente; PML;Guia de onda

dielétrico.



ABSTRACT

SILVA, E. S. Application of PML absorbing boundary conditions to the analysis of dielectric
structures by the finite-element method.2017. 219f. Dissertacdo (Mestrado em Engenharia
Eletronica) - Faculdade de Engenharia, Universidade do Estado do Rio de Janeiro, Rio de
Janeiro, 2017.

This dissertation develops a formalism to analyze the propagation of waves in open
dielectric waveguides, using: Vectorial Magnetic Method and Finite Element Method.The
domain of open waveguides is infinite.The application of perfectly matched absorbing
boundaries (PML — Perfectly Matched Layer) adapts the external region to a finite,
computationally tractable domain.In the developed analysis, the PML’s were implemented in
a Fortran program to simulate the propagation of electromagnetic waves in dielectric
anisotropic structures. That program was formulated by: Vectorial Magnetic Method and
Finite-Element Method, with very satisfying results.In order to validate the method, the
rectangular anisotropic, embedded, and ARROW (AntiRessonant Reflecting Optical
Waveguide) waveguides were studied. The confrontation with the results from literature was
satisfying.

Keywords: Finite Element Method;Absorbing boundary conditions; PML; Dielectric

waveguide.
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INTRODUCAO

A andlise da propagacéo eletromagnética se faz pelas equagdes de Maxwell, e equacao
de Helmholtz, adaptadas a geometria da regido estudada. Contudo, h& na natureza apenas 11
sistemas de coordenadas ortogonais pela méo direita e, se a regido nao puder ser enquadrada

em nenhum desses sistemas, ndo se pode modela-la analiticamente.

O surgimento de computadores possibilitou o emprego de métodos numéricos
(Método dos Elementos Finitos, das Diferencas Finitas, etc.) na modelagem de guias de onda.
H4, entretanto, séria dificuldade na analise de dominios abertos, pois estes se tornam inviaveis
computacionalmente. A solucdo proposta por diversos autores € o truncamento da referida
regido por camadas absorventes, as quais dissipam a energia eletromagnética, simulando,

assim, o comportamento dos dominios infinitos

A regido absorvente (ABC — Absorbing Boundary Conditions) se define como uma
regido anecoica. A principal preocupacdo é com as possiveis reflexdes em suas interfaces.

Inicialmente, Holand, em 1983, propos a definicdo do meio absorvente pela relacéo[1]:

em que o, é a condutividade elétrica, o,, € a condutividade magnética, € é a permissividade
elétrica e u € a permeabilidade magnética. No entanto, sua abordagem ndo se ajusta as
incidéncias obliquas, limita-se, somente, as incidéncias normais. Mas, foi a base das

publicagdes de Berenger sobre as regides PML (Perfectly Matched Layer).

Berenger, em 1994, resolveu o problema da incidéncia obliqua[2], acrescentando, na
proposta de Holand, a separacdo dos campos longitudinais em duas componentes (split fields).
Elaborou uma abordagem em que, além de incluir as incidéncias obliquas, a reflexdo entre
regibes PML-adaptadas éindependente dos angulos de incidéncia, assim como das freqiiéncias
de operacdo. Por ser perfeita a adaptacdo entre os meios, a denominacdo ABC atribuida
anteriormente as regides absorventes, foi substituida por - PML (Camada Perfeitamente
Casada - Perfectly Matched Layer — PML).
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Sacks, et alii[3], propuseram outro formalismo, com camada absorvente anisotropica.
Contudo, mantiveram a mesma linha matemética do “split fields” de Berenger. A

inconveniéncia dessa formulacdo é o longo tempo de processamento.

Zhao[4] empregou 0 mesmo recurso de [3], porém sem se utilizar da decomposicao
dos campos. Em situacdes com longo tempo de processamento, verifica-se que essa

abordagem apresenta erros de instabilidade numerica.

Gedney[5] propds a analise das regides PML, também, definida em meios
anisotropicos, porém, caracterizados por anisotropia uniaxial. Esse formalismo é eficiente e

matematicamente mais simples que os dos demais.

Koshiba e Tsuji[6,7], no sistema de coordenadas estendidas, definiram um operador

nabla modificado que, ajustando-o, ao do Berenger, obteve 0 mesmo formalismo deste.

Esta dissertacdo analisa as estruturas dielétricas abertas pela abordagem anisotropica
de Gedney (equivalente a de Koshiba e a de Berenger). A andlise foi implementada pela
generalizacdo do programa computacional de Nogueira[8], por meio da adaptacdo deste para

trabalhar com matrizes complexas.
Este trabalho é constituido pelos seguintes capitulos:

O primeiro capitulo apresenta as trés formulacdes da propagacdo em um meio PML.:
de Berenger (split field — campo dividido); de Gedney (Anisotropia uniaxial); e Koshiba
(coordenadas estendidas). As ultimas duas abordagens sdo confrontadas com a de Berenger.
Com isso, tém-se reunidas as principais formulacdes PML da literatura reunidas, e €
demonstrada a equivaléncia entre as principais abordagens para implementacdo de regides
PML.

No segundo capitulo, pelo formalismo do primeiro, estuda-se a propagacdo de ondas
eletromagnéticas em meiosPML. Abordam-se os casamentos nas fronteiras entre a regido
PML e as regides: dielétricas e PML. Conclui-se que,se a adaptacdo for perfeita nas fronteiras
PML, ndo havera reflexdes, para quaisquer angulo de incidéncia e frequéncia de operacdo. O

detalhamento desse capitulo € pertinente ao Apéndice-D.

No capitulo trés, as regides PML sdo introduzidas no método dos elementos finitos,
pois, pela aplicacdo das regides PML, o dominio infinito e reduzido a regido

computacionalmente tratavel.
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No capitulo quatro, aplica-se o formalismo a anélise dos guias: retangular anisotropico
e ndo homogéneo, guia em canal, e ao guia ARROW (AntiRessonant Reflecting Optical
Waveguide), analisado por diversos autores [7,8,9,10,11]. A confrontacdo dos
resultadosobtidos para os guias retangular anisotropico e canal com os dos diferentes autores
foi perfeita. Também é analisado o guia ARROW, para o qual, na literatura, encontra-se
publicado, somente, o valor de um unico ponto (k, = 5,905, A = 1,064um). As curvas de

dispersdo dos quatro primeiros modos do guia ARROW séo levantadas.
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1 PROPAGACAO DE ONDAS ELETROMAGNETICAS EM MEIOS PML

O presente capitulo apresenta a formulacdo matematica da propagacdo em um meio
absorvente PML, derivada por diferentes métodos: o de Berenger [2]; o da Anisotropia
Uniaxial[3,4,5], e por altimo: pela formulagdo de Tsuji e Koshiba[6], que, fundamentada em
meio isotropico no sistema de coordenadas estendidas, se adapta ao de Berenger com a

estratégia adequada[6].A equivaléncia dos trés formalismos fica evidente no final do capitulo.

O método de Berenger expressa 0s campos transversais em funcao dos longitudinais.
Com essa abordagem, analisa-se a incidéncia de ondas planas, tanto nas interfaces dielétricas-
PML, como entre duas regides anisotropicas ou isotropicas diferentes.

Como os modos TE, e TM, se propagam na mesma frente de onda, e 0 modo Hibrido
(HEM) uma combinagdo linear de ambos (HEM=TE+TM), este é analisivel pelas suas

componentes TE e TM.

Os modos TE, e TM,,componentes do modo Hibrido, sdo modos duais. O estudo de
ambos é simplificado pelo teorema da dualidade, com o qual o formalismo de somente um

delesé suficiente a analise.
- O Teorema da Dualidade:

Neste trabalho, a analise da regido PML ¢ desenvolvida para o modo TE,, pois a do

modo TM, é obtida aplicando-se naquele o teorema da dualidade, vide apéndice A.

Neste Capitulo, obtém-se as formulacGes apropriadas a propagacdo das ondas nas
regides PML. A andlise desenvolvida é feita limitando-se o guia de onda por regides PML,
estas envolvidas por paredes elétricas [2].Ha trés regides PML consideradas: uma, de fronteira
normal a X, com propagacdo em X; outra, cuja fronteira é normal a y, com propagacéo em y;
finalmente, as regides caracterizando os “cantos” do dominio estudado, onde a propagagao ¢

em X eem y.
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1.1  Desenvolvimento de Berenger — Conceitos Bésicos

A partir das equacOes de Berenger que regem a propagacdo no meio PML, vide

Apéndice B, obtém-se a formulacdo do modo TE,, e por dualidade, a do modo TM,. Pela
equacdo de Ampeére:

Modo TE,|E,, E,, (Hyx + Hyy)] Modo TM,[Hy, Hy, (E, + E;y)]
VX H, =] (1 'U)E VXE, =] (1 '0*)17
= Jwe —j— - = —j—
2 =IO g B SO\ T (L.1)
_0H, _/ O0H, . L0\ o L( OE;\ | ./ OE;\ . L o"
5 1 (- mren (1-ign)E 3 (-55)+ (=57 =sem (1-i g0

Separando-se as componentes dos campos:

asz 0y JE, oy
Ofzy _ . 1—'—)E _Ofzy _ . . Oy
3y Jwel( J ) Ex Ty @M 1 J o Hy
0H,, Oy 0E,, Oy
— = jwe [1—j )E =j (1 —j )H
I Jw€1< J e ) By o @M S ong)
Pela equacéo de Faraday, com o mesmo procedimento:
—VXEzja)u()(l—]w—uO)Hz = Jwéy ]wel z
L(OE, O0Ey\ L0t o L(0H, O0H,\ EAY
_Z<E_ 6y> — @t (1 _]qu)HZ Z<W_ dy ) —Jjea (1 ]wel)Ez
0E, (1 oy )H 0H, (1 Oy )E (12)
Ox = JwHo ]wUO zx ox =Jjwé& ]w€1 zx
0E, oy oH, ( . Ty )
= —j—L - = 1—j—)E

1.1.1 Operador Nabla dos Meios PML

Pelas equages (1.1) e (1.2), define-se o operador nabla (V) com o auxilio dos termos
das regides PML:S,, S,, Sy e S;,. As equagOes obtidas por esse procedimento sdo da forma
maxwelliana. Definem-se Sy, Sy, Sy e S;:
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Assim, as equacdes de Ampere e de Faraday,para os modos TE, e TM,, sdo escritas:

Modo TE, Modo TM,
Equacao de Ampere:
0H,, 0E,,
5, dy Jowe Ex 530y JowpoHy (1.3)
J0H,, 0E,,
Sox Jvaky Stox Moty (1.4)
Equacdo de Faraday:
oE, oH,
_S;;ax = jwpoHy,y S.0x = jweEyy (1.5)
0E, . 0H, .
Sy JowpoH,y TS0y JweEzy (1.6)

1.1.2 Condicdo de Casamento de Impedancia entre Regido Absorvente e Dielétrico com

Incidéncia Normal

A condicdo inicial sobre o casamento de impedancia na fronteira entre um meio
absorvente e um dielétrico apresentada em [1] se refere a incidéncia normal.Essa condicao €

desenvolvida a seguir:

Considerando, inicialmente, a incidéncia normal, a condicdo de casamento de

impedancia entre 0s meios é obtida pelas equaces rotacionais de Maxwell:
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VxE a§+_>
-V X o p—

A propagacédo da incidéncia obliqua da onda na fronteira se faz em X. Portanto, os campos

elétrico e magnético séo caracterizados pelas componentes:

—

H=H2Z+H,Z

Pela equacao de Ampere, tem-se: V X H= Z_lt) +]_e’

0H, 0H, oH, O0H, , 0F -
X % - ;= —+0E 1.7
dy 0x y+ ( 0x dy Z= ol to (1.7)

A equacdo (1.7) € escrita pelas suas componentes:

0H,  ,0E,
= —_— E
ay 8017 at + o X

0H, , 0E,
= —Z E 1.8
ox oM T + 0 y ( )

JdH, O0H JE
L4 = = gon? a_tz + oE,

dx ady

Semelhantemente, pela equacdo de Faraday: —V X E= Z—f +]7{ :

OF, . OB, 0Ey, OE,\, aﬁ+ -
oy * " ax Y T\ax "oy )P T Mg T

tem-se assim as componentes:

dE, OH,

—Z=py——+0*H
ay HO at g X



aEZ _ aHy + *H
ox M Ty
0E, O0E,  0H,

3y ox M T

o*H,
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(1.9)

Na literatura, ha duas maneiras de se referenciar a esse modo, cujas componentes sdo: H,, E,

e E,: uma com relacdo a diregéo Z (TE,); e outra referente a ¥ (modo TM,). A nomenclatura

usada neste trabalho ser&: TE, e o dual TM,.Eliminando as componentes nulas das equacfes

(1.8) e (1.9), se obtém:

oH JE
ayZ = e’ 5+ ok
oH, O

_ y
Fra gon? ¥ + 0k,

0E, OE, oH,

oy  ox Mot

+0*H,

(1.10)

(1.11)

(1.12)

Para que haja casamento na fronteira entre o meio absorvente e o dielétrico, as

impedancias caracteristicas de ambos devem ser iguais. Considerando incidéncia normal, as

equacOes (1.10) a (1.12) se tornam:

oH, OE,
~ 5 = gon? 3 + 0E,
J0E 0H
Yy 4 *
it A H
ax Mo TOM

que, no dominio fasorial, séo:

—jkoH, = jweon*Ey + oE,
—jkoEy = jopoH, + 0" H,

(1.13)

Dividindo as respectivas equagdes (1.13) tem-se a impedancia da onda em X (vide Apéndice

D):
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(i)z _ &’ <1 i (jws""z)) (1.14)

S, =1—j—
u ]a)£1
oy, 14,
S =1—j 0 (1.14.1)
WHo
u=x7y,2z

O meio dielétrico, com impedancia caracteristica Z., a ser adaptado ao absorvente tem a

seguinte impedancia caracteristica:

Ey
Ze=g= (1.15)

Substituindo a equacao (1.15) em (1.14)

1yl Gw)
(Zx) (ZC) <1+ (,Zu0)> (1.16)

Para haver casamento entre os dois meios, é necessario que
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Z, =2, (1.17)

A equacdo (1.17) exige que, na equacéo (1.16),

1+ ()
1+ (ngonz)

Tem-se, portanto, a condi¢do necessaria ao casamento na fronteira entre 0s meios.

=1

*

g [

Jwio B jweon?

Ou seja

— = (1.18)

A equacdo (1.18) ¢ a que rege a adaptacdo entre os dois meios, com incidéncia normal.

Em meio absorvente anisotropico, as condutividades assumem valores diferentes para
cada direcdo. Sejams, = 1 —ja‘:—;‘, Si=1 —j%, u =x,y,z, vide equacdo (1.14.1), os
1 0

fatores de absorcéo referentes as condutividades elétrica e magnética [2]. Pela equacéo (1.18):

Oy Oy
Z= - Se =S
Ho &1
o, O
X _Y N Sy, =S,
Ho &1

As equacOes de Berenger para os modos TE, e TM, em regifes PML sdo expressas em fungédo
de Sy es,:

Equacdo de Ampére:
Modo TE, Modo TM,
0H,, 0Ezy
5,9y Jwe Ey 5,9y JwpoHy (1.18.1)
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aI_IZJC _ E aEZX " H
S,0x —J@&ay S,0x —J@HoMy
Equacao de Faraday:
oE, oH,
_Sxax = jwuoHy,y S.0x = jwe Eyy
IE I (1.18.2)
X . X .
Syay = ]wIJ-Osz - Syay = ]wglEzy

Pelas equacOes (1.18.1) e (1.18.2), percebe-se que o operador nabla condizente aos meios

PML (V’, nabla modificado) é:

V’—a*+a*—a*+a* 1.19
_Sxaxx Syayy_ax’x ay’y (1.19)

Que é definido por coordenadas modificadas (x',y"), fungéo de S, e S,:

x'=8S.x
g (1.20)

y' =S,y

Com essa consideracdo, o formalismo, desenvolvido a seguir, é analogo ao de um meio

dielétrico isotropico.

1.1.3 Formulacdo da Propagacio da Onda em Meios PML pelo Operador Nabla Modificado

Considere a incidéncia da onda plana na interface dielétrico-PML, vide Figura 1.1:



k1 k]

61 >6‘// Diglétrica

Z X

e ML
1

Figura 1.1: Onda plana incidindo na interface entre regides dielétrica e PML.

Modo TE,.
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O objetivo deste item € encontrar as relagdes entre os campos elétricos e as respectivas

componentes do campo magnético (H,).
A equacdo de Ampeére, em coordenadas modificadas, é:V’ x ﬁz = ja)elﬁ.

Separando o campo magnético nas respectivas parcelas (H,y, Hy,):

L [0H .( OH _ L.
)2t 9

H,, € a componente do campo magnético correspondente a E,, e H,, corresponde a E,,.

Assim, a equacdo de Ampere se desdobra em duas:

0H

5y = JosiEx
0H,,

_ — ] E
ax Iy

Com o mesmo raciocinio, aplicado a equacdo de Faraday, —V' x E= jquFZ,
tem-se:

_(0E, OE)\ .

(1.21.1)
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Separando-se as componentes do campo elétrico, se obtém a relacéo:

aEy ]
- ox' = jwuoHy,
(1.21.2)
0E, ]
dy’ =]0J|J.0sz

Modo TM,

Por ser este modo dual do TE,, vide Apéndice A, o seu formalismo é encontrado pelo teorema

da dualidade, que, aplicado a equacdo de Ampeére, gera a de Faraday:V’ x E, =jwu0ﬁ.

Portanto:
0E
- a;;y :]quHx
J0E,,

A aplicacdo a equacdo de Faraday gera a de Ampere:V’ x H= jwelfz). Portanto,

aHy ]
ox' = jw& Ey
J0H, )
9y’ = ]wglEzy

1.2 Anélise da Propagacao

Neste item, serd efetuada a analise detalhada da propagacdo eletromagnética dos
modos TE, e TM,, em regides dielétricas e PML, abordada pelos trés métodos: Split Field
(Berenger), UPML — Anisotropia Uniaxial (Gedney) e Campos Escalonados (Tsuji-Koshiba).

Sera demonstrada a equivaléncia entre os trés métodos.
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1.2.1 Formulacdo Split Field (Berenger [2])

Considere a interface, normal a direcdo X, entre o meio dielétrico e o absorvente PML.
Vide figuras 1.2.a (modo TE,) e 1.2.b (modo TM,).

a)  dekirico Modo TE

b) dekitrn

o

Figura 1.2: Onda plana incidindo em interface normal a entre regido dielétrica e regido PML.
- Propagacao em meio dielétrico:

No meio dielétrico, os campos longitudinais das ondas incidente, refletida e

transmitida sdo (vide Apéndice D):

Modo TE, Modo TM,

Hy(x,y) = Hoe_]ki'77 E,(x,y) = EOe—Jki-F

HZT(X’ -V) = FTEZHOe_jI_éT'F E,r(x,y) = FTMZEOe_jTCT'F
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ke P _ —jkeF
t E(x,y) = Trm,Eoe Jke

H,(x,y) = TTEZHOe_]

Hoy Eor
TE, HO EO TM,

Os vetores nimeros de onda incidente, refletida e transmitida, de ambos os modos séo:
k; = ky(cos6,% + sen6,y) = kqd;
K, = ky(—cos6,% + sen6,%) = k,d,

k; = k,(cos,% + send,¥) = k,d,

Com as impedancias de onda dos respectivos modos (Z;,Z,), obtém-se os campos

transversais em funcdo dos longitudinais.
Modo TE, Modo TM,
B, = —7,(a; x H,) i = le(ai x E,,)
fiy = 5 (@ x Bx)
Et = -7, (C_it X ﬁzt) Hy = le(at X Ezt)

Er = _Zl(ar X ﬁzr)

—

Ou seja:
Modo TE, Modo TM,
E; = —Z,H,[(cos0,% + sen6,7) x Z]e~/ki¥ H = ZlEo[(COSGﬁ_e + sen6,3) x 7le kT
1
E, = —Z1Irg,Ho[(—cos6,X + sen;y) X E]e_jET'F H, = ?FTMZ[(—COS@J? + senf;y) X Z]e_jzr'f
1
K7

- E
H, —OTTMZ[(—COSQZJ? + sen,y) x Z]e™/

E, = —Z,Trg,Ho[(cos0,X + senb,y) x 7le ke T _
Zy
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Em que os fatores de fase das respectivas ondas s&o:

E)i.fz = kl(alf) = (klcosel)f + (klsenel)}_; = kle_C) + kylj;
k.7 = ki(@,.7) = (—kyc0s6,)% + (kysen6,)y = —ky % + ky1y

Et'? = kz(a),t?) = (kZCOSQZ)f + (kzsengz)}_/) == kxz.i') + kyz}_/)

- Célculo das Constantes de Propagacdo de Ambos os Modos na Regido PML

A constante de propagagéo k indica a direcdo em que a onda se propaga, sendo
perpendicular ao plano da frente de onda. Na regido PML, se prova pelas equagdes de Ampeére

e Faraday que as constantes de propagacdo da onda plana s&o idénticas para os modos TE, e

TM,. Seja I?Z:EZ (1 —j wigz) a constante de propagacdo modificada nomeio absorvente.

Modo TE,

(T 4 . . o - . o -
—J (kz X sz) = jwe, [(1 —J w—gz) Ex2Xx + (1 —J w—gz) Eyz)’]

em que
ﬁzz = TTEZHOe_jl_CZ'FE
Exz = —ZzTTEZHoseneze_jsz
Eyz = ZZTTEZHOCOSHZG_jEZ'?
Modo TM,
j(? x By ) = joop [(1—]' il )H 5c’+(1—j il )H ¥
2 z2 0 Wity x2 Wity V2

em que:



27

H, = Z—TTMZEosenHZe‘f"t'r
2

Hyz = — Z_ TTMZE()COSgZe_jkt'T
2

Devido ao sinal negativo no termo—j (k, x 1722 , ho modo TE,, e ao sinal positivo em
] p

j(l?2 X EZZ), no modo TM,, o célculo de k, = ky, % + k,,¥ fornece 0 mesmo resultado em

ambos 0s modos. Substituindo-se as expressdes dos campos longitudinais e transversais na

equacdo de Ampére e em sua dual, obtém-se:

Modo TE,

. = - . . o - . () N _.:' N
—J (kz X Z) H,, = jwe;Trg,HoZ, [— (1 —J a)_sz) senf,x + (1 —J o)_sz> costy] e Ikt

Substituindo H,, = TTEZHOe_jEZ'F, se cancela a dependéncia de H,,.
__] (Ez X Z) TTEZHOe_jEZ-f:

g o 2,
= jwe, Trg HyZ [—(1—'—) ené 55+<1—'—) 6 ﬁ] ~Jka T
Jwézlrg, gty ]a)ez S 2 ]a)ez cosGy|e

Dividindo ambos os lados poroTEzHoe‘fizf:

= =d — . O— - . O— -
- (k2 X z) = we&yZ, [— (1 —J a)_ez) senf,x + (1 —J a)_sz) cos@zy]

pondo (1 —jwigz) em evidéncia:

= - . o - -
- (kz X Z) = weyZ, (1 —J E) [—senf,x + cosb,y] (1.22)
2
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Modo TM,

*

J(i x E ) = jou iT E [(1 —ja—)sene X — (1 —j0—> cos6 ﬁ]e‘fﬁz-’j
2 X Ey 0z, Tru,Eo o 2 o 2

*

Substituindo E,, = Try, Ege /%27, se obtém:

j (kz X 2) Ty, Ege /%o

*

g

*

R o R
)senezx - (1 —j )cos@zy] e Ikl

1
=j — T Eog [l 1 —j
JWHo 7, ™M, Lo [( J wilg

WHo

ou, dividindo ambos os lados por jTyy, Eqe ~/*27

*

(1?2 XZ) = wuoi[(l—j ? )sen@y‘c’—(l—j ?
Zy WHo WHo

*

) cos@zfl]

Sendo a condicdo de casamento de impedancia — = gi esta equacao se reescreve
2

Ho

(EZ X Z) = W, 1 [(1 —ji> senf,x — (1 —ji> 6059237] (1.23)
Zy WEy WEy

Além disto, Z, = % = a’f—; 0 que faz com que as expressdes (1.22) e (1.23) sejam idénticas.
2 2

A igualdade das constantes de propagacao esta de acordo com o resultado esperado, uma vez
gue os modos TE, e TM, sdo componentes do modo hibrido, sendo, portanto, modos que se

propagam em uma mesma frente de onda, conforme mostrado na figura 1.3:
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I

H

ZitM) = S Z{rm, )

Figura 1.3: Campos na regido 2 no modo hibrido

Entdo, as equacOes da constante de propagacdo no meio PML se reduzem em uma Unica

equacéo

= =2\ _ . o - . o -
(kz X z) = [(1 —J w_ez> k,senf,x — (1 —J a)_ez) kzcosﬁzy], (1.24)

fazendo ﬁz = koxX + kpyy
. - 7. - = . o - . o -
(ksz + kzyy) X Z= [(1 — w_ez> k,senf,x — (1 —j w—€2> kzcosezy].
Efetuando o produto vetorial do lado esquerdo da igualdade,

I - T - . o - . o -
(kzyx - kay) = [(1 —j w_ez) k,senf,x — (1 —j a)_£2> kzcosgzy]
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0 que implica

— o
ka = (1 _]E) kZCOSQZ,
2

(1.25)

_ o
ko, = (1 _jw_ez) k,sen@,.

Esta é a constante de propagacdo para as direcdes X e y no meio PML. Caso a condutividade

o Seja zero, a regido se comporta exatamente como um meio dielétrico.

Calculo do Operador Nabla nas Regifes PML

Seja @(x,y,2) = Bo(x,y,z)e /%2 um campo genérico. A fim de se calcular o

operador nabla, calcule-se:

V.¢(x,y,2) = V.@o(x,y, Z)e_jizf.

Pela regra da cadeia, V. (AB) = (VA).B + A(V.B). Entfo,

V.¢(xy 2) = e_"kﬁV(ﬁo + (ﬁoVe‘j’_‘Zf

Como @, um vetor constante, sua derivada é zero, o que zera a primeira parcela. Assim,

V. a(x» Y, Z) = @OVe _j(l_czxx+k2yy+l_{222)_

Resolvendo-se o gradiente do lado direito da equacao:

V.5(x,7,2) = ~j(kaa® + Koy J + Kp,2). Goe
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substituindo @(x, y, z) = @, (x, v, z)e /2" se obtém:

V. (3 = _]('EZx)_C) + Ezy}_; + EZZE)' (ﬁ

Dividindo ambos os lados por ¢, obtém-se que:

V= —jk, (1.26)

1.2.2 Formulacdo de Gedney (Anisotropia Uniaxial)

A onda plana se propagando na regido PML é caracterizada pelas suas propagacdes

Ny

emx,ye
ﬁz = Efo + Ezy}_} + ];ZZZ (127)
em que

— . Ox
o = eo (1 w—gz) cosPy

— _Uy
kzy:k2<1_]g

) cos,,
2

1 . O-Z
kyz = ks (1 _]w_gz) COSQP,

-

@x, Py € @, sd0 0s angulos que a direcdo de propagacdo faz com o0s eixos ¥, y € Z,
respectivamente (cossenos diretores).A formulacdo de meios anisotropicos se fara por meio

de célculo tensorial.

Li Zhao, et alii,[4] apresentam um mapeamento associando regiGes isotropicas aos

meios absorventes PML. Este mapeamento se define:

[G]:(E',ﬁ’) - (E,ﬁ) (1.28)
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em que (E',H') sdo os campos escalonados no sistema de coordenadas estendidas

modificadas (x',y’,z"), e (E, H) sdo os campos fisicos, no sistema de coordenadas reais.Os

campos escalonados e fisicos se relacionam por:

[IE;] — [6] IE;] (1.29)

enquanto o relacionamento entre os sistemas de coordenadas estendidas e reais € dado por:

X x'
I)’l =[] [Y'] (1.30)

conforme seré esclarecido nesta secéo.

Nos meios PML, as equacdes de Maxwell sdo:

- Equacéo de Faraday:

- Oy o o
~VXE =jou |(1-j—=)HZ+(1-j—=2)H,j+(1—-j—|H,Z
° whe/ " who/) 7 WHo

passando para a forma tensorial, tem-se

~V X E = jop,[A]H (1.31)

Sendo
O_*
(1 —j—= ) 0 0

WHo

oy a
[A] = 0 1-j—=>% 0 = b (1.32)
WHo c
0 0 (1 _j = )
WHo

- Equacéo de Ampeére:
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e . . Gx - . O-y - . O—Z -
VXH=jwe, [(1 —J a)sz) E.x + (1 —J _wez) Eyy + (1 —j )EZZ]
Pela condigéo de casamento de impedancia, :—’ = Z—’ 0 que implica

2 0

VX H = jwe,[A]E

- Lei de Gauss para 0 magnetismo:

V.B=0 V.B=0
V.[jwno(aH % + bH,y + cH,Z)| = 0

- Lei de Gauss:
V.D =0 V.(&,[A]E) =0
V.[jwez(aE, X + bE,y + cE,Z)| = 0
em que: [A] = diag]a, b, c]

em resumo, as equacdes de Maxwell nas regides absorventes séo:

—V X E = jopu,[AH (1.33)
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VxH =jw£2[/1]ff
V.B=0

V.E=0

Relacionando a Formulagao do Meio Absorvente (PML) a da Regido Isotropica

Com base no mapeamento caracterizado pelo tensor [G], que sera calculado nesta

secdo, a formulacdo do meio absorvente sera associada a da regido isotropica. Seja o
mapeamento:

{E} = G{E"}
{H} = G{H"}
Ey H,
emaque {E} = |Ey| e {H} = |H,y|.
E, H,

Deste modo, com o mapeamento definido pelo tensor [G], a lei de Gauss se reescreve:

V.[e2[A][GI{E"}] = 0 (1.34)

Passando para a forma matricial:

0 0 0 a 0 O Ix 0 0 EJ,C
- — — 0 0 E,|=0
{Ox dy az} (0 b 0) Iy

00 ¢/\0 0 g,/ \E

Efetuando o produto matricial:

9 8 o94[9x 0 0 E,
{ﬁ dy E}
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El

a a a gxa X
Gr 3y |98 | =0

Y 9z¢E;

0 (9uaEL) + - (gybE}) + = (g,cEL) = 0
ax Gx ALy ay gy y aZ 9zCLz) =

0 0 d
gxaa_xE’,C + gyb@Ej’, + ngEEz' =0 (1.35)

Dividindo-se a equacéo (1.35) por g,a, se obtém:

0 gyb 0 g,c 0
E; E; —E, = 1.36
+ y+gxaaz , =0 ( )

ox *  g,ady

O proximo passo é encontrar os termos do tensor [G], a fim de que o mapeamento seja

consistente. Matematicamente, a condi¢cdo para manter a consisténcia é que:

g—yzﬁ e 9= _ |2 (1.37)
Jx b Jx c

Substituindo-se os termos das equagdes (1.37) na equacao (1.36), se obtém:

S Bt =o-Ey == E; = 0 (1.38)

Ao se multiplicar a equaco (1.38) por va, tem-se a expressdo consistente do divergente,

aplicado aos campos escalonados:

9 9 9
sz(ﬁaE,’c+\/E@Ej’,+\/E£E;):O (1.39)
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Os campos escalonados ( E',H') se situam no espaco das coordenadas estendidas.

Consequentemente,é necessario transformar a equacdo (1.39) para 0 novo sistema de

coordenadas (x',y’, z"), 0 que é feito ao se dividir a mesma equacéo por vabc:

& a o ] ,)_
W(\/aaxEx-i-\/anEy-l-\/EazEZ =0

(—1 Oy 20y L aE’) 0 (1.40)
& - — S Lz ) = .
“\Vbedx *  Vacdy ¥ Jaboz

A condicdo para que o sistema de coordenadas escalonadas seja equivalente ao fisico é que:

x' =Vbcx
y' =+acy
z' =Vabz

Desta forma, a equacdo de Gauss (equacdo (1.40)) se relaciona ao meio isotropico-PML

(lloﬁz), por:

V. [e,E'] =0

ou seja,

J0E, O0E, OE,
dx' + ay’ + az' 0

A andlise na regido absorvente PML (coordenadas estendidas) se associa a regido isotropica

PML (coordenadas reais) pelo operador nabla modificado, que se define:

0 - d d
ax’x dy

V=

em que as coordenadas estendidas modificadas se definem, conforme ja dito, por:
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=
Il

K<\

I
AN
S [} [}

<

=

(1.41)

N
I
N

Os termos da equacao (1.41) sdo os fatores que definem o0 mapeamento entre sistemas reais e
0 sistema de coordenadas estendidas. Como sera esclarecido a seguir, estes fatores sao
identificados por:

\/Ezgx
Vac = g,
Vab = g,

Substituindo-se na equacdo (1.41), se obtém:

x' = gyx
y' = gyy (1.42)
z'' =g,z

Os parametros do mapeamento g,, g, € g,satisfazem a condicdo basica imposta pela

equacdo (1.37), isto €

gy _Yac _ya
9x bc b
gz _Vab _+a
9x bc ¢

Além disso, pela condicdo de casamento de impedéancia entre as regides isotropica e PML
oj 0 . , . ~ .

(8—’ = u—’ comj = x,y,z), sera mostrado que o conjunto de equacdes (1.42) se relaciona aos
1 0

parametros Sy, S,, e S, da seguinte forma:
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\/Ezgszx
Vac = g, =5,
\/E=gZ=SZ

em que

wE,
0.
5 =(1-12)
Y ]a)£1
0.
S =<1— Z)
z J e

Para incidéncia sobre fronteira normal a X, o tensor [A,] da regido absorvente PML, que

satisfaz a condicao de casamento entre as duas regides é

! 0 0O
_ | Sx
Al =", 5. 0
0 0 S,
de modo que
gx=\/E=Sx
gy =vac=1 (1.43)
gz=\/%=1

/sy 0 0\
1
S

[Ay]z 0 0
\0 0 Sy)

<
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de modo que
Ix = Vbhe =1
gy =Vac =S5, (1.44)
9z = Vab =1

e para incidéncia normal a Z, o tensor [4,] da regido absorvente PML, que satisfaz a condicédo
de casamento, é:

S, 0 0
0o S, O
[Az] = z 1
0 0 —
Sz
de modo que
9x = Vbhe =1
gy =Vac=1 (1.45)
9, = Vab = S,

Nas regides de canto, que absorvem tanto as ondas incidentes em interface normal a ¥ quanto

em interface normal a y, o tensor [4,, ] é definido como

S_ 0 O
[Axy] = [Ax][/ly] = Ox S, 0
O 0 S

em que, pela equacéo (1.42),
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S
gx =Vbc = S_(SxSy) Sx
y
Sy
gy =Vac= |=(5S) =S, (1.46)
X
S, S
g, =Vab 5.5,

Concluindo, pelas equacdes (1.43), (1.44) e (1.46), fica demonstrado que:

xl=gxx' Ix = Sx
y’:gyy, gy:Sy
Z’:gzz' g9:=S8;=1

O mapeamento entre o sistema fisico e o estendido é caracterizado por:

S, 0 0
G1=|0 S, ©
0 0 S,

O operador nabla no sistema de coordenadas estendidas, aplicado a regido isotrépica PML

absorvente, sera:

J | 0 - Ja 0
(')Z’Z Sx(')xx Sy dy

=
+

d R
I’ 3y’ y+ SZaZZ (1.47)

O operador V' (equacdo (1.47)), age no sistema de coordenadas estendidas, em um meio

considerado homogéneo (U, &;).

As equacdes de Maxwell, na regido absorvente, associada a regido isotropica (o, &5)

Sao:
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V'XH = jowe,E
—V'XE = jopH
V'.(,E)=0
V'.(uoH) =0

(1.48)

As equac0es (1.48) sdo a formulacéo de Berenger, no Quadro 1.1.

Transposicdoda Formulacdo do Meio Isotropico PML a da Regido Anisotropica
Uniaxial PML (Cristal Inercial)

O desenvolvimento a seguir mostrara que a analise nas regifes absorventes PML,
efetuada pela formulacdo do conjunto de equacGes (1.48) e referente a do meio isotrépico, é
equivalente a formulagdo de Berenger ou & do meio anisotropico uniaxial (cristal inercial).
Partindo do conjunto (1.48), no sistema de coordenadas estendidas. Na primeira equagao do
conjunto (1.48):

V'X H = jwe, E

Pela equacéo (1.47)

OH, OH,\ . (0H, OH,\ . (0H, OH,\ o
- - _—— =j E E E 1.4
(E)y’ 62’>x+ <6z’ (')x’)y+ ox'  ay' d ]wsz( X+ Eyy+ ZZ) (1.49)

Os campos escalonados (Ey, Ey,, E7) se relacionam aos do sistema fisico (Ey, E,,, E,) por:

Ej = S;E;
H = S:H;

b (1.50)
J'=Sj

j=x,Y,2.



Ao se substituirem os termos de (1.50) na equacéo (1.49), se obtém:

S, 0H, _ Sy 0H)\ ( S, 0H, S, aHZ)%
5,5, 0y 5,5, 0z )" " \S,S, 0z _S,S, ox

= jwe,(ExX + Eyy + E,Z)

em cada uma das direcdes, tem-se:

-em Xx:

<SZ oH, S, aHy>

_ — i E
S,S, 8y S,S, 0z )

multiplicando ambos os lados por S,,S,, vide equagéo (1.50):

OH, OH, s,S,
__Y)_; XYEZ\Er
<ay 02) ]“’82<5x) x

(sx oH, S, OH,

_ = i E
S.S, 9z S,S, ax> J@We2Ey

multiplicando ambos os lados por S,.S,,

OHy OH)\ _ . S,
0z ox ) J¥% Sy, 7

S,S; 0x  S,S, dy

)z
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(sy 0H, S, OH,

_ — E
S,S; 0x 5,5, 6y> J &5

multiplicando ambos os lados por S.,.S,,,

0H!, OH. S..S

y x . X0y
—r_ =iw E
( 0x ay > J0& z

assim, a equacéo se torna:

0H, OH, 0H, O0H, 0H, O0H,
e e N 1 T4

dy 0z 0z 0x 0x dy

SxSy

SySZ - SXSZ - -
= jwe Exx+—E,y+—E,Z
2( S, * s, 7 S, Z

(1.51)

Esta equacdo associa a regido absorvente PML isotropica ao meio anisotropico uniaxial
(UPML - cristal inercial). Seja a equacdo de Ampere no meio anisotropico uniaxial expressa

por:

Vx H' = jwe,[A]E’ (1.52)

com &, = g;. O tensor [A] referente a anisotropia satisfaz a condicdo de casamento entre o
meio dielétrico (u,&,) e 0 absorvente. Em regifes com meios absorventes nas trés direcdes, o

tensor [A]

[4] = [4,][A,](4,]
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1
< 0 0 Sy 0 0\/, 0 0
[A]:(;Cs 0 01/Sy0<0 S, 0)
x 0 0 1/S
0 0 S, 0 0% /52
ou seja,
SyS,
0 0
Sx
SxSz
[A]=| © 0
Sy |

S¢Sy /
0 0
k S,
Assim, a equacdo (1.52), que se refere aos meios UPML, € idéntica a equacdo (1.51), ligada

aos meios isotropicos PML, o que prova a equivaléncia destes métodos.

Transposicdo da Formulacdo do Meio PML Absorvente Anisotropico (UPML) a

Formulagéo de Berenger

As equacdes (1.51) e (1.52) se referem a equacdo de Ampeére aplicada a regifes
absorventes anisotrépicas (UPML). Da formulacdo UPML, equacdo (1.52), obtém-se as
formulagBes no sistema de coordenadas estendidas (equacdo (1.48)) e de Berenger, vide

quadro 1.1.

Quadro 1.1: Formula¢6es UPML e no sistema de coordenadas estendidas

Eq. (1.48): V' X H = jwe,E

Eq. (1.52): V x H' = jwe,[A]E’
dH, O0H
< Z_ y) = jw&E,y

S (0H; oM _
SyS,\dy 0z —J V25 S,0y  S,0z
S, (0H, 0H, (aHx aHz) .
— =j ! - = jw&E
SxSZ<62 ax) Jwezky S,0z S,0x J W25y
S, (OH), OH, <6Hy 6Hx> .
— = ! - = jw&E
5x5y< ox oy ) et Sax Syay) U
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- Componente em X:A componente em X da equacéo (1.52) é constituida por dois termos, um
que se refere a uma onda que se propaga em y, e outro a uma onda propagante em z. Ver
Quadro 1.1.

- Componente em y:A componente em y da equacéo (1.52) é constituida por dois termos, um
que se refere a uma onda que se propaga em Z, e outro a uma onda propagante em x. Ver
Quadro 1.1.

- Componente em Z:A componente em Z da equacédo (1.52) é constituida por dois termos, um
que se refere a uma onda que se propaga em X, e outro a uma onda propagante em y. Ver
Quadro 1.1.

O quadro 1.2 esclarece a separacdo em duas partes da componente magnética (H, =

H,, + H,,) utilizada por Berenger na formulagdo do modo TE, (polarizacdo paralela). A

equacdo de Ampere no modo TE,(Ey, E,, H,) se decompde em

1 (aHzx) ) 5

o = JWéErLy

S dy

g (1.53)
L(OHy\ _

5\ 9y = jweE,

em que a componente H,, se refere a onda plana que se propaga na direcdo X, e H,,, a

propagante na direcéo y.



Quadro 1.2: Equivaléncia das formulagdes de UPML e de Berenger.

Eq. de Ampere | Eq. de Ampere | Diregdo de |Onda a  se | Componente
no meio UPML | em Berenger propagacao propagar elétrica em
Sy (BHZ) 1 0H,, 9H; k, ou Em y
P — P)
S,S,\ dy S, dy i ) s, =1
. . H,XE, = :)7 o
= jweyE, = jweyE, zo Sy = (1 —]w—gyz)
S,=1 .
X
Sy ( O0H, 10H, |2y 4 o |Em z
SyS, 0z S, 0z Bz—) L S, =1
= jwey E = jweEy THx By~ 2 Sy =1
s, =(1-j2)
z ) e,
Sy ((’)Hx) 1 0H, OHyx k, ou Em y
re P)
S.S,\ 0z S, 0z c ) S, =1
= jwgE, = jwgE, He X By~ 2 Sy=1
s, =(1-12%)
. y
_ > (aHZ) _10Hy | Zhipou | EM y
S5, \ dx S, Ox o . - (1 j (,Z)
) . —H,XE,~%x |2~~~
= ]wngy = ]szEy ? Y Sy =1 ©e
S, =1
S, (aHy> 1 0H, %My k- ou |EM y
— | —_—— x
S, Ox 0x
SxSy 0x x. _,yx—;z)_c) Sx:(l_]c:_i:]z)
=j(l)€2EZ =]w€2EZ Sy — 1
S, =1 .
VA
S, (E)Hx) _ 10H, OHyx k, ou Em y
SxSy \ Oy S, dy yﬁ . S.=1
, . —H, X ~ Yy o
= jw&E, = jw&,E, x 2=y S, = (1 —j w_:z)
S, =1
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Pelo Quadro 1.2, € evidente que a propagacdo de ondas planas em meios absorventes
anisotropicos (UPML) é mapeada ao meio isotropico PML analogamente a formulacdo de

Berenger.

Resumindo, seja 0 meio absorvente tridimensional. A formulagdo nos meios

absorventes anisotropicos (UPML) é dada por:
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—

~VXE' = jopo[A]H'
VxH = jwe[A]E'
V. (1o[4]B") = 0
V.(&[A]E) = 0
SySA\ (S:S,\ [SxS
[4] = [4,][4,][4,] = diag [( 5 )( S )( S y)l

y

(E',H' - Campos escalonados.)

em que o operador nabla é definido por:

- Formulacé&o pelos meios isotropicos (PML)

A equacdo de Ampere no meio UPML € explicitada pela equacdo (1.51). Nos meios

isotropicos PML, a formulacéo é definida por:

V' x H = jwe,E
—V' X E = jopH
. (1.54)
V'.(E) =0
7'.(oH) =0

(E, H- Campos fisicos)
Neste caso, 0 operador nabla se define:

a a , d d a a
X+ y+ z =

V'= X + +
ox' " 8y "oz T Sx ' S,0y” " S,0z°

em que x’, y' e z' sdo coordenadas estendidas modificadas. A equacdo de Ampére nos meios

isotropicos PML é dada por:

(aHZ aHy>q+<aHx aHZ)q <6HZ 0H,
— X

- 7= ¥+ Ey+E7Z) (L
3y oz 57 ox y+ ax 3y ) VA ]wez(Exx +Eyy + Ezz) (1.55)



48

Formulacéo de Berenger

A formulacdo de Berenger, vide quadro 1.2, é anéloga a formulacdo anisotrdpica,
sendo deduzida para cada componente na dire¢cdo em que a condutividade é ndo-nula. A lei de

Ampére, neste caso, é expressa:

1 0H

g a;y :]wngx
1 0H,, _ E
S, Ox —JW&5y

Deducéo da Equacéo de Helmholtz nas Regides Absorventes PML

Sejam as equacdes de Maxwell nos meios absorventes isotropicos:

V' x H = jwe,E
—V' X E = jopH
V. (szﬁ) =0
V'.(H) =0

Aplica-se o operador rotacional na equacdo de Ampeére escalonada:

V' x (V' x H) = jwe, (V' X E) (1.56)

Substituindo a equacdo de Faraday na equacéo (1.23),
V' x (\7’ X ﬁ) = —ja)ezjwuoﬁ

como V' x (V' xH) =v'(v'.H)—V'.(V'H) (situagho andloga & regra da cadeia, em

calculo diferencial):

v'(v'.H)—V'.(V'H) = —jwejou H (1.57)
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pela equagéo do fluxo magnético, 7' (1,H) = 0, logo:

-V (V’ﬁ) = w?pge, H

Tem-se finalmente a equacdo de Helmholtz vetorial escalonada no meio absorvente PML.:

V'.(V'H) + w*noeH = 0 (1.58)

Pela equacéo (1.14),
el 2, 25, 0. 0 . 0 . 9 . 1.59
“ox T 8y T azr” T spox " S,0y” " S,0z° (1.59)

Substituindo a equacdo (1.26) na (1.25), obtém-se as trés equacgdes escalares de Helmholtz
escalonadas:

1 6(10Hx) K2H. =0

S, 0x\S, 0x 2ix

ii<i%> +kiH, =0 (1.60)
Sy dy\S, dy

10 (10H,

—_— H =

SZ(')Z(SZ 0z k2 H,

O sistema de equac0es (1.60) é utilizado para analisar as respectivas componentes nas regides
PML. Ou seja:

10 /10H, 10 (10H,
L2 ()
Sy 0x\S, Ox S

0 (1 JH,

1
JR— —_ 2 —
S,02\S, 0z ) + k3 (Hy, Hy, H,) =0 (1.60.1)

Casamento, Pelo Método dos Elementos Finitos, das Equagdes de Helmholtz dos

Campos Escalonados aos Fisicos

Os campos nas regides dielétricas séo regidos pela equacao:
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92H,\ (02H,\ [(8%H
() (22 (22) -

enquanto os campos nas regides PML sdo governados pela equagdo (1.60.1). Esta diferenca,
entretanto, ndo interfere na aplicacdo do Método dos Elementos Finitos, pois na fronteira
entre as duas regides a condutividade do meio absorvente é nula, o que implica, na interface, a
igualdade dos campos em ambos 0s meios. As condi¢es que os campos tém que satisfazer na
fronteira entre os elementos da regido dielétrica e da absorvente PML, assim como entre 0s
elementos internos de ambas as regides sdo, portanto, cumpridas naturalmente, ao se aplicar o

Método dos Elementos Finitos em todo o dominio.

1.2.3 Formulacdo de Tsuji-Koshiba

Y. Tsuji e M. Koshiba propuseram interessante abordagem das equagdes de Helmholtz

nos meios absorventes PML:

- Definiram a anisotropia do meio PML pelo parametro S, {S:5,,S,,S,}, que depende se a
propagacéo é em X (S = S, ) ou y (S = S, ). Em qualquer situagéo, S, = S, pois ndo ha efeito
anisotropico em Z.

[A] = [S] = diag(S,S,S) = S diag(1,1,1)

(em que diag(a,b,c) é a matriz diagonal de cuja diagonal principal os elementos s&o
(a,b,c).)

- Os sistemas de coordenadas estendidas e fisicas s&o mapeados pela matriz [G]. O termo

g, = S indica que ndo ha efeito anisotrépico em Z.
[G] = diag(gx Gy S)

X x'
M = [G] [y’

Z Z,
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Os termos de ambas as matrizes, [S] e [G] sdo estimados para que 0 novo formalismo
se identifique com o de Berenger (ver Quadro 1.2).As equacdes de Maxwell sdo definidas, no
sistema das coordenadas estendidas, pelos campos fisicos:

V' X H = jwe,[S|E
—V' X E = jop[S]H

-

V.(&[SIE) =0 - &[SIV.E=0 - V.E=0

T

V. (1o[SIH) =0 - polSIV.H=0 > V.H=0

A fim de se obter a equagdo de Helmholtz, substitui-se na equacdo de Ampere a equacdo de
Faraday (Equacéo (1.28)).

V' x ([S]7V' x H) = joe,V' X E
Aplicando-se a identidade do produto vetorial triplo a equacéo (1.60.1):

([T ) [V". ([S12H)] = ([S17*V"). [([S17*V")H] = k3H

Pela equagdo do fluxo magnético, V'.([S]"*H) = [S]~'V".H = 0, a equagdo (1.60.1) se

identifica a equacdo de Helmholtz vetorial:

—([SI7*V"). [([S]"*V")]H = k2H

que se desdobra em trés equacdes escalares (¢ = (Hy, H,, H,):

STV IASTV)I + k3¢ = 0 (1.61)

Z (1.62)
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Substituindo-se a equacgéo (1.62) em (1.61):

(16% 19 . 169)(16¢% 19¢ . 1d¢
' az'

S — —— —— —_— 7 2 =
sox 5oy Y T592%) Soxr 55,7 TS Z)+k2¢ 0

que, simplificado é:

10 (10¢'\ 10 (10¢'\ 10 (13¢"\ , (1.63)
S@x’(Sax’>+Say’<Say’>+Saz’<Saz’>+k2¢ =0

A equacdo (1.63) esta definida no sistema de coordenadas estendidas (x',y’,z"). Ela é

associada ao sistema real (x, y, z) pelo mapeamento [G]:

[G] = diag(gx gyrS)

de modo que
x' X
(y’> = [¢]™ <y>
z' z
com
, 1
X =—X
Ix
, 1
y ==y
9y
;L 1
zZ = SZ

Substituindo-se estes parametros na equacdo (1.63), se obtém a formulacdo apresentada por

Tsuji e Koshiba, no sistema de coordenadas fisicas (reais):

89 (9:00) 99 0 (8,00

¢
9x 0 (9x 9y %% _ 1.64
Sox\s ox) s 3y say)+azz+k2¢ 0 (1.64)
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Para que a equacdo (1.64) se identifique com a formulacdo de Berenger, sdo necessarias as

estimativas seguintes:

I) Propagacdo em X (fronteira normal a x):

S=S,

gx =1, gy =S, gz:=S

10 /10¢\ 0% 02%¢
( )+a—z

Sy 0x

—+k3p=0
Sy 0x * +k2

0z2

Figura 1.4-a: Propagacéo em fronteira normal a X.

I1) Propagacédo em y (fronteira normal a y):

VA FaWa S

s=5,

9x=S,  gy=1L g,=S
02 10/(10 02
_¢+__ __¢ +_¢+k%¢=0
0x? = S5, 0y\S, dy 0z%

Figura 1.4-b: Propagacéo em fronteira normal a .
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A andlise, neste trabalho, considerada a geometria dos guias de onda, é solucionada
pelo método vetorial magnético aplicado na segdo transversal. Portanto, sdo consideradas

somente as componentes ¢ = (Hy, Hy).

O Quadro 1.3 resume as estimativas da formulagéo de Tsuji-Koshiba.

Quadro 1.3: Mapeamento de Koshiba.

Fronteiras normais a: Tensor [S] Mapeamento [G]
X S =Sy 9x=19,=59,=S
y §=S, 9x=59y=19,=S
Xey Combinacdo dos fatores relacionados a ambas as
fronteiras

O Quadro 1.4 mostra os formalismos de Gedney e de Tsuji-Koshiba e a equivaléncia
deles ao formalismo de Berenger. Para visdo geral do capitulo, o quadro 1.4 sintetiza as

teorias desenvolvidas e as relaciona.



Quadro 1.4: Formulagbes PML

Formula¢des - PML

(- Absorbing Boundary Conditions (Holland, 1983) \
i=F Jnmed
J - Parametros equivalentes de absorcéo:
o, o
S.=(1-j—=) ; S;:(l—'—“ , u€{xyz
Condigiode o _o* (-2 foud ans
adaptagdo: ¢

7

PML - Perfectly Matched Layer (Berenger, 1993)

N
-

Formulagdo isotrépica no sistema de coordenadas estendidas: x'=S.x, y'=S,y, z'=S5.z
V' X H = jws,E
; a a a 180, 49 1.8 .
V=(_+—+_)=__+__+__ —V' X E = jwuH
ox' dy' 9z'/ S,0x S,0y S,0z V'.(5,E)=0
\_ / R, _V.ui)=0 _ W,
/ N
f Gedney (1996) ¥ '\ / ™\ Tsuji e Koshiba (2000-2002) \
Formulagio anisotrdpica uniaxial [A4] com os campos escalonados: Formu‘lagao e P e
estendidas:
H;=S.H, H),'=S)'H)' H; =S:H; ngl =jw£2[A]El %! =i. )’, =L; z' =i [S]=diag(S,S,S)
-V X E' = jou[A)H' 9= 9y B
S5..85:.5.5::S;:S; E') = - =
[4] = diag( ;_ = ; = ; )> V'(Sz[A]EI)_ " Os pardmetros {S} e V' X H = jws,[S]E
x ¥ z V.(u[1]H) =0 {9+ 95,9-} sdo estimados —V' X E = jwu[S]H
para que a formulagio se V'. (5,[S] E) =0

\ / \idcntiﬁque com a de Berenger: V'.(,u[S]ﬁ) =0 /
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1.3 Concluséao

Neste capitulo, foram apresentados os formalismos apropriados a analise de estruturas
PML, a saber: o de Berenger, o da anisotropia uniaxial e o de Tsuji-Koshiba, bem como
demonstrada a equivaléncia entre eles. Foram modelados os campos e a propagacdo, e se

compararam as estratégias utilizadas em cada uma das abordagens.

No capitulo 2, sera analisado o comportamento de uma onda na interface entre uma

regido PML e um dielétrico, e entre duas regides PML.



57

2 ANALISE DA REGIAO ABSORVENTE (UPML)

Neste capitulo sera analisada a incidéncia de ondas planas na interface entre duas
regides, uma dielétrica e outra absorvente anisotropica. As condi¢des de casamento perfeito
(reflexdo  nula  na  interface) entre as  regibes  serdo  criteriosamente
estabelecidas.Diferentemente de outros autores, que iniciam a analise pela interface entre duas
regibes anisotrépicas [2], para abordar em seguida aquela entre regides anisotropicas e
dielétricas, neste trabalho o enfoque serd direcionado entre regides absorventes (UPML) e

dielétricas.
2.1  Descrigdo do Meio Absorvente Uniaxial

O meio absorvente considerado é a regido anisotropica uniaxial, cristal inercial
[9].Cristais inerciais sdo descritos pelos elipsdides de Fresnel, caracterizados por tensores
referentes as permissividades e permeabilidades relativas do meio. Os elipséides uniaxiais
possuem dois graus de liberdade: um na direcdo de propagacdo da onda (eixo éptico) e o
outro no plano transversal de propagacao, vide figura 2.1.0 eixo Optico neste trabalho
coincidird com o eixo cristalogréfico do cristal. Portanto, os tensores serdo diagonalizados.

b-(d)

Figura 2.1: Elipsoide de Fresnel com seu eixo 6ptico (x;) — Z.

A figura 2.1 mostra o cristal inercial. Com relagéo a ela, definem-se os tensores:
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& =[A.] =diag(a,a,b)

L_l = [Ah] = diag(c, ¢ d)

A anisotropia faz com que os vetores densidade de fluxo e campo elétrico
(52,Ez)deixem de ser colineares, ocorrendo 0 mesmo com a densidade e a intensidade

decampo magnético (§2, ﬁz). Vide na Figura 2.2 0 comportamento de (52, EZ).

EZ
—
Dz
—5
H:z
—
k
2

Figura 2.2: Gréfico de (H,, E;, D,) no meio anisotrépico, modoTE,.

2.2  Equacdo de Dispersdo na Regido Absorvente UPML

Nesta secdo, deduz-se a equacdo de dispersdao dos modos TE, e TM, na regido
absorvente PML e as condicGes de perfeito casamento entre os dois meios (dielétrico e
absorvente). Mostra-se também que a condicdo UPML equivale a se ter reflexdo nula dos

campos incidentes na interface, independentemente do angulo de incidéncia e da frequéncia.
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Na figura 2.3 vé-se a onda relacionada ao elipsdide de Fresnel.

Figura 2.3: A onda plana analisada, referenciada ao elipsoide de Fresnel.

Considerem-se 0s campos com as trés componentes:

4 .
EZ = (Exz, Eyz‘ Ezz)e_J(kx2x+ky2y+kzzz)

17 .
HZ = (sz,Hyz’ sz)e_J(kx2X+ky2y+kzzz)

A andlise ¢ efetuada pela incidéncia normal a y, o eixo 6ptico do cristal.Os tensores

(2.3)

elétrico e magnético, pela Figura 2.3, sdo:
=& [Ae]

[A.] = diag(a,b,a);
[A,] = diag(c,d, c);

o

o= po[Ap]
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No meio anisotrdpico uniaxial as equacdes de Maxwell sdo (no dominio fasorial):

V X ﬁz = ](JJEEZ
. (2.4)
V. (31§E2) = O

V. (Hoﬁﬁz) =0

2.2.1 Equacdo de Dispersdo dos Modos TE, e TM, na Regido Absorvente - PML

Neste capitulo, as equagdes de dispersdo dos modos, TE, e TM,, sdo obtidas por dois
procedimentos: um pelo operador nabla no sistema de coordenadas estendido, formulagéo de
Berenger (vide Capitulo 1), outro pelas equacdes de Maxwell no meio anisotrépico uniaxial
(formulacdo de Gedney) (conjunto de equacBes (2.4)).A analise sera realizada considerando-

se interface normal a y, eixo cristalografico do cristal, conforme a Figura 2.4.

Diedétrico
=S =2
My

5 K:kl
k

Figura 2.4: Incidéncia em interface normal a y, o eixo éptico do cristal.
2.2.1.1 Deducéo da Equacéo de Disperséo pelo Sistema de Coordenadas Estendidas

Esta primeira abordagem da equacdo de dispersdo se fundamenta no sistema de
coordenadas estendidas, equacdo (1.58), do Capitulo 1, em que a anisotropia é implicita nas

respectivas coordenadas.

A equacdo de Helmholtz escalar no sistema estendido €:



Vi +kip =0,
em que
gol0. 10 10,
~s,ox 5,0y " S,0z°
e

ky; = wy/WoE

¢ — ¢Oe—j(kx2x+ky2y+kzzz)

substituindo-se o operador nabla estendido, tem-se:

. . ~ - > k - k - k - ~
Para simplificar a notacéo, seja A = Sﬁx + Sﬂy + Sﬁz. Tem-se entéo:
X y Z

logo,

entdo,
o=\l () ()

Levando (2.6)na equacdo de Helmholtz (2.5),

Vi +kip=0
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(2.5)

(2.6)
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2
p+kip=0

1 GRGRG

[ () < fo-v

Tem-se a equacéo de dispersdo da onda plana na regido absorvente:
ko2 (k) k)2
2 = (LZ) + (L) + (L) (2.7)
2\, S, S,

Ambos os modos (TE,, TM,) ttm a mesma frente de onda, pois 0s dois séo
componentes do modo hibrido (HEM = TE, + TM,). Portanto, a equacdo (2.7) se aplica

indistintamente aos modos TE, e TM,,.

2.2.1.2 Adaptacdo da Equacéo de Dispersdo (Equacdo (2.7)) aos Sistemas Bidimensionais

- Incidéncia em interface normal a y, vide Figura 2.4:

S, =1
o
5-(1-122)
Y We;
d
— =0
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o
Sx:(l_]a):1>
S, =1
9 =0
dz

Incidéncia em interfaces normais a X € a y, 0 que caracteriza 0s cantos de regides

absorventes bidimensionais:

o
S =(1—' x)
x ]w81
o
=(1- _y)
5y ( we;
6_0
0z

2.2.1.3 Deducéo da Equacdo de Disperséo Bidimensional pelas Equacdes de Maxwell

A segunda abordagem da equacédo de dispersdo dos modos (TE,, TM,) se baseia nas
equacOes de Maxwell, em meios anisotropicos [2]. Consideram-se 0s campos (Ez, ﬁz) com as
trés componentes. O operador V € o mesmo das ondas planas: V= —jEz = —j(ky2X £ ky2Y).

As equacdes de Maxwell s&o expressas:
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Kk, X Hy = —wey[A,]E, (2.8)
Ez X Ez = —qu[Ah]ﬁz (2.9)
Ez- ([Ae]EZ) =0
Ez- ([Ah]ﬁz) =0

Os respectivos tensores referentes ao eixo 6ptico y:
[A.] = diag(a, b, a)

[A] = diag(c,d, c)

- Modo TE,— Polarizagéo Paralela (Modo H,)

A equacdo de dispersdo do modo TE,(Ey, E,, H,) € deduzida com o auxilio das

equacoes (2.8) e (2.9):

[4n]~ Yk, x [4,]7(k, x Hy)} = —kZH, (2.10)

Considerando Ez e ﬁz,

a equacdo (2.10) se torna:

[Ah]_1 {(kxzf + kyzj}) X [/le]_1 ((kxzf + kyzj;) X (szp_c) + Hyzj; + HZZZ))}

= _k% (szg_c) + Hyz)_} + HzZZ)

(2.11)

Desenvolve-se o segundo termo do lado esquerdo da equacéo (2.11). Chamemo-lo Ty:

-

TZ = [Ae]_l ((kxzf + kyz.')_;) X (szg_c) + Hyz.')_} + HZZZ))
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Efetuando o produto vetorial,

T2 = [Ae]_l(kyZszf - kaszy + (kaHyZ - kyZHxZ)Z))

com [A4,.]7! = diag (%%%) Tem-se:

g k 2 - k 2 - 1 =
T, = %szx - %szy + E(kszyz - kyszz)Z- (2.12)

Desenvolvendo o primeiro termo, definido por

T = [Ap] [ (kxo + ky2) X ), (2.13)

substitui-se a equacdo (2.12) na (2.13):

kxa

= - - k = . 1 >
T = [Ah]_l l(kxzx + kyzy) X <%szx - Tszy + E(kszyz - kyszz)Z)l.

Apos algebrismo simples, tem-se:

= — k 2 - k 2 -
T = [Ah] ! I% (kaHyZ - kyZHxZ)x - % (kszyZ - kyZHxZ)y

(2.14)
kZ, k2, A

g -1 k%x k%y > kyz - kxz -
T =[A,]7(-1) Y + o H,,Z + PR (kszyZ - kyZHxZ)

Ao substituir o tensor [4,]! = diag(c, d, c¢) em (2.14), obtém-se:

S, o1 X y Z(k3, k3
T = p lkyz <E> — Kx2 (a)l (kszyZ - kyZsz) - E(% + Ty Hy,
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Assim, é obtida a equacdo de Helmholtz vetorial do campo magnético:

2 lkyz (E) — ki, <E>l (kxz2Hyz — kyoHyo) = c (Tx * a Haz (2.15)

= _k%(sz.;C) + Hyz:)_} + szf)

A equacao vetorial (equagéo (2.15)), desmembrada nas trés componentes, origina:

1 2
Ekyz (kaHyZ - kyZHxZ) + k3Hy, =0

1

_Ekxz(kszyz — kyoHyy) + k3Hy, = 0 (2.16)
4, K
S T 2y, =0
<bc Ta T

No modo TE,(Ey, E,, H,), Hy, H, € E, sdo nulos. Considerando essa condi¢do no sistema

(2.16), permanece, apenas, a terceira equacdo, que é a da dispersdo procurada:

2 2
Kox | Koy _ 4o (2.17)
bc ca

Para que haja onda propagante na fronteira, € necessario que a condicdo de Descartes-Snell

seja, também, satisfeita em y = 0, vide Figura 2.4, portanto:

k2x = klx (218)

Esta condig@o impde, na equacéo (2.17) que:

1
b==
C

Os tensores [A,] e [A4}] passam a ser:
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. 1 _ joy
[A.] = diag (a, C,a), a= (1 a)el> (2.19)
[A,] = dia (cl c) =(1 Joy 2.20
h .g )dP ) Cc = wIJ_O ( . )

As condutividades elétrica e magnética satisfazem a condicdo de casamento em

incidéncia normal [2]:

*

Oy Oy

—_— == 2.21

€1 Ho ( )
Pela condicdo da equacdo (2.21), as equacdes (2.19) e (2.20) geram:

(1- f&) _ <1 _ &)
we; Wiy
portanto:
a=c
Assim, o tensor elétrico fica definido:
[A.] = diag (c,l,c), c= (1 - &> (2.22)
¢ c WEy

O tensor [A,] = diag (c,%, c) ¢ determinado ao se conhecer o termo “d”, calculado a seguir

nesta secéo.

- Modo TM, (modo E,) — Polarizagdo Perpendicular
A dispersdo deste modo é deduzida identicamente ao do modo anterior, por dualidade:

1) Seja a equacdo de Faraday;
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ky X E, = (‘)Ho[/lh]ﬁz

2) Aplica-se o rotacional em ambos os lados:

ky X [Ap] " [ky % Ey] = wig(ky x Hy) (2.23)

3) Substitui-se a equacio de Ampére, k, X H, = —we,[4,]E,no segundo termo de
(2.23):

Ez X [Ah]_l[zz X Ez] = wuo(—wez[/le]ﬁz)
Multiplicam-se ambos os lados por [A4,]71:
[Ae]_l{Ez X [Ah]_l[zz X Ez]} = wuo(—wszfz)

w?upe, = k2, tem-se:

[Ae]_l{zz X [Ah]_l[ﬁz X Ez]} = —kgﬁz (2.24)

Os vetores (k,,E,) em (2.24) sio:
%2 = k2x5c) + kzy:)_}

Ez = (Ezx EZy' E;z)

4) A equacéo de dispersdo do modo TM, é deduzida pela equacéo (2.24), ou pelo teorema
da dualidade aplicado a (2.17).

O Teorema da Dualidade implica:

(4] - [Ac]
di 1 di !
mg(a,E,a) - lag(c,a,c')

Submetendo a equagéo (2.17), reescrita por conveniéncia:
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2 2
ka ka _

cb ca 2

ao teorema da dualidade,

c — a

b - d

Tem-se a equacéo de dispersdo do modo TM,:

k_%x+@=k2
ad ac 2

Pela lei de Descartes-Snell, a componente em X da propagacdo da onda deve ser igual em

ambos os lados da interface, o que implica:

Q. —

Pelo casamento da incidéncia normal, a componente em y ndo pode ser refletida pela

interface (transmissé&o total), o que significa que:

a=c

Assim, a equacdo de dispersdo para ambos 0s modos € idéntica, e dada por

2

k
k%x + % = k%, kox = Kix (2.25)

Igualdade verificada, também, nos tensores:
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(4] = [4.] = diag (e, c), c=s,=(1-12)

2.3 Condigdes PML entre Meio Dielétrico e Regido Absorvente Uniaxial

Nesta secdo serdo obtidas as condic¢des de perfeito casamento na fronteira (transmisséo
total da onda incidente) entre um meio dielétrico e um meio anisotropico uniaxial, assim
como a analise dos campos que se propagam na regido absorvente. A analise sera

exemplificada pela incidéncia em superficie normal a diregéo y.

A anisotropia se refere aos tensores:

k 2
K2, + <ﬂ) = k2 (2.19)

Para que as equacOes de dispersao de ambos os modos sejam iguais, caracterizando

casamento perfeito (PML), € necessario que k,, = Sy k,,,. Da equagdo (2.19), tem-se:

Ky = kox¥ + kyy§ (2.20)

As condic¢des que tornam um meio PML sé&o, vide Figura 2.4:
1- Lei de Descartes-Snell:

oy = kix (2-21)
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2- Coeficiente de Reflexdo Nulo na Fronteira:

I, =1,=0, sey=20
k, =k, (2.22)

kiy = S, (2.23)

Substituindo as equacdes (2.23) e (2.21) na equacéo (2.20), tem-se que, na fronteira,

kz = kle + klyj;

as constantes de propagac¢do da onda no meio dielétrico e no meio UPML sdo idénticas, ou
seja, ndo ha onda refletida. Em outras palavras, a regido anisotropica absorvente uniaxial se

casa perfeitamente ao dielétrico, como esperado, fazendo jus a sua denominacéo (UPML).

2.3.1 Calculo dos Coeficientes de Reflexdo dos Modos TE, e TM, na Interface entre Dois

Meios

Neste item, serdo deduzidos os coeficientes de reflexdo para ambos os modos, e sua
relacdo com os campos. Finalmente, serd mostrado que uma onda plana ndo sofre reflexdo na
interfacedielétrico-PML, quaisquer que sejam o angulo de incidéncia e a frequéncia de

operacao.

- Os campos na regido dielétrica, pelo Apéndice B, equaces (B.7) e (B.8), sdo:

Modo TE, Modo TM,
Hy1 = Ho(1+1}) E; = Ec(1+ 1)
Ex1 = HoZ1y(1 = 13) —Hy1 = EoYy (1 = I) (2.24)
Eyl = HoZ1x(1 +I,) E, = Eon1(1 + Fe)

- Na regido absorvente, pelas equagdes (B.16) e (B.17):
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Modo TE, Modo TM,
Hz, = TpHy Ez = TeEg
Ex, = ThHoZyy —Hy, = T,EoY>y, (2.25)
EyZ = ThHOSyZZx —Iypy = TeEOSyYZx

A condicdo PML implica que a impedancia de onda no meio PML é idéntica a do
dielétrico, seja (indice: 1- dielétrico; 2 —-PML):

Modo TE, Modo TM,
Zox = Z1x = Z1COS P, Yox =Yix =Yy cos @,
(2.26)
Zzy = Zly = Zl sen (pl Yzy = Yly == Yl sen (pl

O perfeito casamento das regides é decorrente da igualdade das impedancias de onda
de ambos os meios. Esta condi¢do implica igualdade entre os angulos de incidéncia (¢, -

regido dielétrica) e transmissdo (¢, - regido PML), esclarecida na sequéncia da secao.

- Célculo dos Coeficientes de Reflex&o (vide Apéndice D):

Os coeficientes de reflexdo na interface dielétrico-PML sdo calculados pela condicao

de fronteira dos campos:

Modo TE, Modo TM,
Elx(xly = 0) = EZx(xly = O) Hlx(x'y = 0) = HZx(x'y = 0) (2 27)
le(xly = 0) = HZZ(xiy = 0) Elz(x'y = 0) = EZZ(xly = 0)

Para que haja casamento, € necessario que:

Modo TE, Modo TM,
Zyy(x,y =0) = Zy,(x,y = 0) Yoy(x,y = 0) = Y1, (x,y = 0)

Em que, pelas equagdes (2.26), a impedancia e a admitancia da onda se definem:
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H,
B_ g, 5= (2.28)

A condicdo (2.28) implica reflexdo nula, da incidéncia de ambos os modos (TE,,TM,), na
fronteira dielétrico-PML. Substituindo as equagfes (2.24) e (2.25) no conjunto de equacbes
(2.27), tém-se:

Modo TE, Modo TM,
H0Z1y(1 - Fh) _ ThHOZZy Eoyy1(1 - Fe) _ TeEOYZy (2 29)
Ho(1+ 1) ThHy Eo(1+12) TeEy '

Simplificando-se as equacoes (2.29):

Modo TE, Modo TM,
Zly(l_rh) _ Yyl(l_[;z) _
1+n) 7 1+1,)
Portanto,
Zyy(1=1p) = Z5, (1 + 1) Y, 1-1)=-Y,,(1+ 1)

Reagrupando os termos

Zly - Z2y = Zlyrh + Zzyrh Yyl + Yzy = Yylre - YzyFe

Fazendo uso da propriedade distributiva da multiplicacéo:

Zly - ZZy = Fh(Zly + ZZy) Yyl + YZy = Fe(Yyl - Yzy)

Tém-se entdo os coeficientes de reflexdo:

Modo TE, Modo TM,

Zl_’y' - Zzy I = Yyl + Y2y

=222
h Zly + Zzy ¢ Yyl - Y2y
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Para que haja perfeito casamento entre os dois meios, € necessario que o coeficiente de

reflexdo seja nulo, logo:

Modo TE, Modo TM,

Ziy = Zyy Y1 =Yy

As condi¢des PML, equacao (2.26), estabelecem:

Zzy = Zly = Zl Sen(pl Yzy = Yly = Y1 sen (pl
Logo:
Fh=0 €=O
T, =0 T, =0

Assim, o respectivo casamento de impedancias implica que a onda incidente é transmitida
totalmente do dielétrico ao PML, independente da frequéncia de operacdo e do angulo de

incidéncia:

]

2.4 Concluséao

Esse capitulo apresentou o estudo da propagacdo da onda plana nas regides
absorventes [14], que, ao se adaptarem 0s meios [2], passaram a ser denominadas regides
PML (Perfectly Matched Layer - Camada Perfeitamente Casada).

Foi analisado, somente, o0 modo TE,, uma vez que o TM, é dual do primeiro.
Consequentemente, as caracteristicas de propagacdo de ambos séo idénticasnas regides PML
(coeficientes de reflexdo e transmissao similares e independentes do angulo de incidéncia e da

frequéncia de operacéo).

Empregando o método da anisotropia uniaxial (UPML — Uniaxial Perfectly Matched
Layer), um dos apropriados a referida analise, demonstrou-se que o coeficiente de reflex&o

para uma onda plana incidente na fronteira entre dois meios adaptados € nulo, a onda é
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transmitida integralmente ao meio refratério, independentemente do angulo de incidéncia e da
frequéncia. O apéndice D detalna com mais profundidade as conclusdes obtidas neste

capitulo.

O capitulo 3 aplicara a formulacdo PML ao Método dos Elementos Finitos.
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3 IMPLEMENTACAO DE REGIOES PML DISSIPATIVAS

3.1  Introducéo

Na analise de Guia de Onda de se¢do transversa infinita, & imprescindivel o uso de
regides PML para que o dominio espacial infinito seja reduzido a dimensdes acessiveis ao

processamento computacional.

No que se refere ao método dos elementos finitos (MEF — apéndice C), as regifes
PML sdo introduzidas circundando a malha dos elementos finitos usuais, vide capitulo 2, e

sdo limitadas por paredes elétricas perfeitas (PEC — Perfect Electric Conductor).

A técnica PML é, portanto, implementada como um complemento da formulacéo basica do

método dos elementos finitos, vide capitulo 2.

3.2  Definicéo das Regides Usuais e PML

Camadas PML dissipativas sdo complementos do MEF usual e delimitam o dominio
dos guias de onda abertos. Ha trés variedades de camadas PML.: i)as referentes a propagacéo
em X, ii) em y, e iii) as relativas aos cantos (corners) do dominio. Os elementos triangulares,

neste trabalho, sdo definidos pelo vetor “TRPML (ELE)”, sob a seguinte convengao:
- Dominio usual - TRPML(ELE)=0
- Regibes PML.:

Propagacdo em X, fronteira normal a y — TRPML(ELE)=1

Propagacdo em y, fronteira normal a X — TRPML(ELE)=2

Cantos do dominio — fronteiras normais a X e a y — TRPML(ELE)=3

A configuracdo espacial das regides PML (1, 2 e 3) em relagdo ao meio dielétrico (0) é

mostrada na Figura 3.1.
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Figura 3.1: Dominio computacional relacionado as regides PML 1, 2 e 3, limitado pelas fronteiras

Formalismo Generalizado do Método dos Elementos Finitos (MEF)

Nesta secdo, serdo apresentados os formalismos do MEF, condizentes as quatro

regides que compdem o dominio em analise, limitado pelas camadas PML.

Independentemente da regido, usual ou PML, o formalismo tem por base a formulagao

fraca HA(Q) do método variacional magnético [8]. Pelas componentes transversais

magnéticas (H,, H,) e as equacOes de Maxwell, definem-se os problemas de valores de

fronteira das respectivas regides [8]:

&r

Condicdes de fronteira: B(H) = G(I')

1 — —
Vx(—VxH)—kgHzo
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A formulagdo é obtida pelo método de Galerkin-Bubnov (dominio usual) e Galerkin-
Petrov (Regibes PML). Discretiza-se o dominio, usual ou PML, em elementos finitos
triangulares. Imp6em-se dois graus de liberdade a cada n6 geométrico, pois a analise é

desenvolvida pelas incognitas magnéticas (H,, H,). Assim,

Y {H*m
H.,(3]
3
1 2
H. (2]
H. (1) g ¥
{H,[’ﬂ H,[2]
Y

Figura 3.2: O elemento triangular com dois graus de liberdade em cada né geométrico.

O campo vetorial magnético, incognita da analise, é definido pelas duas componentes

transversais (¥, y):

H,(x,y) = (He(x, y)X + H, (x, )7 )e "

Estes sdo expandidos pelas funcdes de interpolacdo linear (Ll(x, v),L,(x,v),L;(x, y))

alocadas nos respectivos nos globais:

- Referentes a componente H,—n = 1,2, ..., NG,
- Referentes a componente H,—m = (NG, + 1), (NG, + 2), ..., NGT
NG, - n6 global maximo da componente H,

NG, = (NGT — NG,) - quantidade de nos de H,,
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3.3.1 Dominio Usual

As componentes transversais do campo magnético sdo expandidas pelas fungdes

coordenadas: em Xx:

{L,(x,y),n=12,..,NG,}

eemy:

{Ln,(x,y),m = (NG, +1),(NG, + 2), ..., NGT}

(vide Apéndice C — Método dos Elementos Finitos). O vetor magnético transversal, H,(x, y)

entio se escreve:

NGy NGy
A =| D Gudnc@ENT+ D Gyl (63) 5 |7
nx=1 my:(NGx+1)

Em que
Gnsx - COordenada da funcéo de base @, (x,v) = L, (x,v)

qmy - coordenada da funcéo de base @y, (x,¥) = Ly, (x,y)

3.3.2 Regqides PML

No Capitulo 1, fez-se a andlise das trés regides anisotropicas absorventes uniaxiais
(UPML) ou camadas perfeitamente casadas (PML), e concluiu-se o apresentado no Quadro
3.1
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Quadro 3.1 — Resumo da analise PML

Regiéo Operador nabla | Expansdo do vetor magnético nas
transversal regides PML
! V;f ﬁxn(x; y)
—hx = lif+ij} = (qnan(x'y)e—axx)e—yz
e Sy 0x dy s
iy Hym(x,y)
= (meLm(xr y)e—oxx)e—yz
" il P Vi ﬁxn(xr )
= ifc) +iij} = (qnxLn(x,y)e™%)e™¥?
; dx Sy dy -
Hym(x' y)
= (meLm(x: y)e—ayy)e—yz
y e ( Vi ﬁxn(xr y)
o x+8Yy) [ pEC _ ii)_é — (qnan(x’ y)e—(crxx+cryy))e—yz
J S, 0x o
19 Hym(x' y)
+ g@y = (meLm(x, y)e_(U'xX+0'yy))e—]/Z
>

Em que:

- Condutividade elétrica mé&xima de poténcia quadréatica [7]:

<1,5 ln(R)) (x )2
o, = |77 —],
* konxxTx Tx

T

<1,5 ln(R)) <y )2 .
oy =\7—7— =] compoe o termo

konyy Ty

compoe o termo

e ~OxX

(3.1)

e %Y

- R: fator de reflexdo tedrico ou coeficiente de refletividade.
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R=10""
r €{45,..,12,..}

- T,: Espessura da regiado PML (TRPML(TR)=1). Propagacdo em X, ortogonal a fronteira

PML. x=constante.

- T, Espessura da regido PML (TRPML(TR)=2). Propagacdo em y, ortogonal a fronteira
PML. y=constante. (vide Quadro 3.1).

- X: distancia do ponto a fronteira PML (normal a x).

- y: distancia do ponto a fronteira PML (normal a y).

O formalismo inclui também os meios anisotrdpicos, caracterizados pelo tensor:

Erxx  Erxy 0
[Ar] = |€ryx  Eryy 0
0 0 &,

portanto,

Nxx =/ €rxx
Nyy = «/ éryy-

- Fatores de Estiramento Transversal (Sy, Sy):

Estes fatores mapeiam o sistema de coordenadas usuais (x,y) aos estirados (x',y")
[18].

dx' = S,dx
dy’ =S,dy
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Os fatores de estiramento em x e y sdo definidos:

Se=1+joy=1-] <—1'51“(R)> (1)2

konxx tx
1,5In(R 2
s =i =1 () )
0llyy y

3.3.3 O Método de Galerkin

Estabelecidos os espacos das funcGes de base das componentes H, e H,,, deduz-se o

formalismo da analise das respectivas regides, projetando a equacdo de onda, equacao (3.2),
no espaco das funcdes de ponderacdo. Esse espaco € o mesmo para qualquer das regides,
usual ou PML. Seja:

a) Espago de ponderacio {pr(x, ¥), Py (x, )}
Referente a componente H,:

@nx(x: y) = Lnx(xl y)!n = 1:21 "-ﬂNGx (3.3.1)

Referente a componente H,,:

Py (6, Y) = Ly (6, ), m = (NG, + 1), (NG, + 2), ..., NGT (3.3.2)

b) Dominio usual: Nesta regido, o espaco das fungdes de base € o mesmo das funcBes de
ponderacdo (vide capitulo 2), portanto, a aplicacdo do método de Galerkin € concretizada pelo

critério de Bubnov.

Espaco das fungdes de base:

(,an(x,y) = Lnx(x'y):n =1,2,..,NG,
Py (6, Y) = Ly (x,7),m = (NG, + 1), (NG, + 2), ..., NGT
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Espaco das fungdes de ponderacao:

(ﬁnx(x’ y) = (pnx(x’ y)

N (3.4)
(pmy(x’ }/) = (pmy(x: y)

¢) Dominio PML: Nas regides PML, como o espaco das fungdes de base difere do das
funcbes de ponderacédo (ver equacdo (3.3)), a aplicagdo de Galerkin é efetivada pelo critério

de Petrov.
Resumindo o Quadro 3.1,

Quadro 3.2: Espaco das funcdes de base das regides PML

Fronteira Funcdes de base das respectivas

componentes magnéticas

TRPML(TR)=1 Hy: @pe(x,y) = e7** L (x,y)

(x constante) Hy: @y (x,y) = €7 Ly (x,y)

TRPML(TR)=2 Hy: @p(x,y) = eV L, (x,y)

(y constante) Hy: @my(x,y) = €7V Ly, (x,y)
TRPML(TR)=3 (Cantos) Hy: @py(x,y) = 7TV (x,y)

Hy: omy(x,y) = e™*F% Ly (x,y)

Emquen =12,..,NG, em = (NG, + 1), (NG, + 2), ..., NGT

3.3.3.1 Aplicacdo do Método de Galerkin

O problema de valores de fronteira da equacdo (3.1) é expresso em linguagem de

operador:

- Na forma forte (H3(1)):

T(H) =V x ([e]'"VxH)—kZH =0, (3.5)
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em que

Considerando que V.H= Vt.ﬁt —yH, =0, (HZ = %Vt.ﬁt), apos expressiva manipulacao

na equagdo de Helmholtz (equacdo (3.5)), o operador é estabelecido unicamente pelas

componentes transversais do campo magnético, ou seja:

T(H) = Ve X (r5Ve X ) — 2 % {[61:[Ve x 2V, B) —v2(Ex B)|} —k2H =0 (36)

Aplicando o método de Galerkin, pelo método de aproximacéo de Bubnov nas regides
usuais e pelo de Petrov nas PML, isto &, projetando o operador (equacdo 3.6) em cada funcédo
do espago de ponderagdo (equacdes (3.3)), tém-se os formalismos na forma forte H3(02),

referente as ponderacdes em x e y:
- Funcdes de ponderacdo em x:
Onx(,y) = Lpx(x,y),nx = 1,2, ..., NG,

Define-se o produto interno:

<T(H), Pux (6, y) >= j ] P, y). T(H)d
0

Tem-se, comn = 1,2, ..., NG,:

< [vt X (grzzvt X ﬁt)]' (ﬁnx(x' y) > =
<ZX {[Er]t[vt X (th-ﬁt) - VZ(E X ﬁt)]}' Prx(x,y) > (3.7)

—kg < Hy, Gpe(x,y) >=0

- Funcdes de ponderagdo em y:

Pmy (%, ¥) = Ly (x,¥)y, my = (NG + 1), (NG, + 2), ..., NGT
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A projecéo do operador no espaco das funcdes de ponderacdo em ¥, @,y (x, y) resulta

a expressdo idéntica a equagdo (3.7), substituindo @, (x,y) por @, (x,y).

Os formalismos apresentados pelas equagOes (3.6) e (3.7), para as funcbes de

ponderacdo em X, como em y, estdo na forma forte, H2(2), devido as duas parcelas,

< ZX {[sr]t[vt X (ZVt. ﬁt) — )/2(2 X ﬁt)]}, Pnx(x,y) >

e
< [Vt X (Srzzvt X Ht)]'@nx(xf y) >,
. 2% 92 - n o
responsaveis pelos termos ozt 37 Para se aumentar o dominio das fungdes admissiveis a

solucdo, essas parcelas sdo enfraquecidas por adequadas identidades vetoriais [8], resultando

nos formalismos enfraquecidos (HS) (!2))

- Espaco de Ponderacdo em x:

Prx (%, Y) = @ (x,y)X,nx = 1,2, ..., NG,

Entao,
] j o[ (Ve X H,). (Ve X @r)]d2 + j j (Ve B)(Z. [V, % [[e,1.(Z % D) pnal]}d02
0 0
+y? j f (7 % [[6,1.(Z x A} $pad? (3.8)
N

n 79 (Ve {7 X [6,10( X D)ona]. Rl — k2 f ] on(E X H)d2 = 0.
0]

Observe no termo da integral de linha que (Z X X) = y
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- Espaco de ponderacédo em y:

Pmy (0, Y) = @my (X, ¥)¥, my = (NG + 1), (NG, + 2), ..., NGT

Entéo,
f f Eraz[ (Ve X He). (Ve X @my)]d2 + f f (Ve. He) (2.0 x [[er]eE X ) omy ]|} d2
0 N

+ y? j]{f X [[Er]t(z X ﬁt)]}-j’)(Pmde (3.9
)

+ 79 (Ve B[ X [£,10(Z X ) 0my ). il — K2 j j oy (5 % H)d2
n

=0

O termo na integral de linha, Z x y = —X

Os enfraquecimentos dos formalismos (equacdes (3.8) e (3.9)) estdo desenvolvidos no
apéndice C da Dissertagdo de Mestrado “Analise de Guias de Onda pelos Métodos Vetorial

Magnético e dos Elementos Finitos”, de AlexsandroNogueira [8], com as consideragdes:

H, = Hy(x, )% + H, (x, )7

NGy NGT
ﬁt = Z Tnx Prx (X, y))_c) + Z me¢my(x' }I)}_} (3.10)
n=1 Mm=NG,+1

Na expressao (3.10) foi omitido o termo e~*#, inconsequente no prosseguimento da analise.

As funcdes de base ¢, (x,y) € ¢n, (x,y) séo as definidas no Quadro 3.2. Portanto, o

raciocinio a seguir se aplica a qualquer uma das regides, usual ou PML. Pelo apéndice E de
[8] mostra-se que:
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a) Espaco de ponderacdo em X:

A integral de linha é reduzida a

=N o . . R 0H, 0H
%(Vt- Ht){z X [er]eY Pnx}d = — § [Sryy(x- n) + Erxy . n)](pnx (a_xx a_yy> dl (3.11)
l
b) Espaco de ponderacdo em y:
A integral de linha pertinente ao referido espaco sera
$ (T ) X [ar] -Dpmy Jd2
3.12
R .. 0H, 0H, (3.12)
= — j; [eryx(x.n) + &ryy (7. n)](pmy WW dl

l

Nas equacoes (3.11) e (3.12), o vetor 7 é orientado ao interior do elemento, conforme Figura
3.3

Figura 3.3: Orientacdo do vetor # nos termos das integrais de linha
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3.3.4 Discretizacdo do Problema Continuo

A anélise da propagacdo de ondas eletromagnéticas em guias de onda dielétricos é tal
que a solucéo do problema é uma fungdo continua em todo o dominio. Ao discretiz&-lo pelo
método de Galerkin (Bubnov ou Petrov), este se reduz ao problema matricial de autovalores e

autovetores.

O problema matricial é definido pelas matrizes de:
- Rigidez: [A(ko)]verxnar)

- Massa: [B]verxner)s

e a matriz de autovalores/autovetores resultante é:

[ACko){q} = 2*[Bl{q}

ou, com maior detalhamento,

[A(ko)] ( {qn;cn NI\?ng) = A*[B] ( {qnfn}NI\?ng) (3.13)
{ my}NGT {qmy}NGT

Emque 1= £
ko

Ambas as matrizes [A(ky)] e [B] sdo constituidas pelas seguintes sub-matrizes,

definidas pelas convencdes:

a) Referente as linhas das sub-matrizes:

Prx (X, ) = Ly (2, y),nx = 1,2, ..., NG,

(Estas sdo as fungBes do espaco de ponderagdo das componentes magnéticas em X, vide

equacéo (3.3))
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Pmy (%, Y) = Ly (x,y)y,my = (NG, + 1), (NG, + 2), ..., NGT

(Estas sdo as fungdes do espaco de ponderacdo das componentes magnéticas em y, vide

equacéo (3.3))
b) Referente as colunas:

As colunas das sub-matrizes se relacionam as expansdes do campo magnético

transversal (H,, H,) em cada regido, usual e PML.:

NGy NGT
ﬁt(x: y) = Z qnx((pnxf) + z me((pmyj;)
n=1 m=NG,+1

eM qUe @,y € @y, sdo 0s elementos do espaco das fungGes de base (coordenadas) da
expansdo das componentes magneéticas H, e H, , respectivamente (vide Quadro 3.2).As

funcBes de base sdo distintas nas respectivas regides (usual e PML - idem).

Aplicando-se 0 método de Galerkin, com o critério de Bubnov nas regifes usuais e
Petrov nas PML, o sistema matricial de autovetores/autovalores (equacdo (3.13)) é expresso

pelas seguintes sub-matrizes.
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Quadro 3.3: Matriz referente a formulacdo discretizada pelo MEF da andlise generalizada de guias de onda dielétricos

m = ((NG, + 1),

nx (NG,
=(12,..,NG,)
+ 2),..NGT)
1
2
Ay(nx,n) Ayy(nx,m)
NG,
my
(NG, + 1),
(NG,
+ 2)
Ayx(my,n) Ayy(my,m)

NGT

|

[ dx1 ]
qx(NG,)

Qy(NG,+1)

qY(NGx)

|

m = ((NG, + 1),

(NG
=(1,2,..,NGy)
+2),..NGT)
B, (nx,n) By (nx, m)
Byx(my,n) By (my,m)

|

[ dx1 ]
Ax(NGy)

qy(NGx+1)]

q.'V(NGx)
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34 Formalismo Generalizado do MEF a Analise de Guias de Onda Dielétricos

Os guias de onda dielétricos, teoricamente, idealizados com dominios: usual e PML, tém por
solugéo as sub-matrizes, resultantes da aplicacdo do MEF, que compdem o sistema matricial
de autovalores/autovetores do Quadro 3.3.As solucdes nas regides (usual e PML) séo,
portanto, caracterizadas pelas sub-matrizes referentes ao Quadro 3.3, definidas nos itens

subsequentes.

Observacéo sobre as notagdes: FEC: Fronteiras elétricas perfeitas, Inter: fronteira entre

dois elementos distintos, e FPI: Fronteiras PEC ou inter-elementos.

Os parametros (oy, gy, Sy, S,) das regides PML dependem das coordenadas (X ou y —

ver equacoes (3.1) e (3.2)).

3.4.1 Dominio Usual (Método de Galerkin-Bubnov)

TRPML(TR) =0
Nesse dominio, 0 espaco de ponderacdo € 0 mesmo que o de base:
{@nx(x: y)} = {Lnx(xf y)}

{Q/D\my(x: J’)} = {Lmy (x, y)}

- As sub-matrizes componentes da matriz de rigidez (Quadro 3.3) sdo:

nx = (1,2, ..,NG,); n=(12,..,NG,)

NGy

( )= Z ﬂ[ c’)Lnx dL, ) (6Lnx dL, ) <0Lnx dL, )
xx nx,n) = Qxn y ST'yy ax ax T'.X'y ay ax

- k(%Lnan] an — f [Sryy(f- ﬁ) + grxy(j} n)] Lnx a
FPI

nx = (1,2, ..,NG,); m = ((NG, + 1), (NG, + 2), ..., NGT)
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NGT
aL dL,, dL,, dL
Aot = D am [] e (G 5E) + 0 (S T)
m= 1+NGx y Y
oL aL N 5
+ Erxy ( o ] dn — 3§ [&7yy (X.7) + €4y (F.7)] Lnx 6 dl

FPI

my = (NG, + 1),(NGy + 2), ..., NGT); n = (1,2, ..., NGy)

0Ly 0L, 0Ly DLy
yx(m}’,n)— an ﬂl ( Ix ay>+gxx<WW

3L,y AL, AL
+ Eryx ( a’;y = >l dn — 5[) [&7yx (R 70) + £rxx (7. 70)] Lmya—xndl

FPI

my = (NG, + 1), (NG, + 2), ..., NGT); m = ((NGy + 1), (NG, + 2), ..., NGT)

oL daL,, aL dL,,
AJ/y(my'm) = Qmy ff[ < = ) grxx( a;y ay)

m= 1+NG

0Ly, 0L
+ Erxy (me a—;) - kngyLml dn

- 3@ (612 . 7) + €122 G- 7)] Ly a;—;" dl
FPI
Com o vetor 7 se dirigindo ao centro do elemento triangular.
- As sub-matrizes relacionadas & matriz de massa séo:
nx = (1,2,..,NGy); n=(12,..,NGy)

NGy

Byy(nx,n) = Z Qnx Eryy Jj LpxLyd)
n=1 0



nx = (1,2, ..., NG,); m = (NG, + 1), (NG, + 2), ..., NGT)

NGT
B,y (nx,m) = Z Tmy Eryx f f Ly Ly, dQ
M=NGy+1 0

my = ((NGy + 1), (NG, + 2), ..., NGT); n = (1,2, ..., NG,)

NGy

Byx (my, n) = z Anx Erxy ff LmyLnd-Q
n=1 0

my = (NG, + 1),(NGy + 2), ..., NGT); m = (NG, + 1), (NG, + 2), ..., NGT)

NGT
By, (my,m) = Z Amy Erxx jj LinyLiydl2
m=NGy+1 fo]

3.4.2 Regido PML com Dissipacdo em x (Método Galerkin-Petrov)

(TRPML(TR) = 1)

Nesta regido, tem-se:
- Espaco de ponderacéo:

{{l)nx(x' y)} = {Lnx(xf y)}
{@my (%, ¥)} = {Lmy (x, ¥)}
- Espaco de base:

{¢nx(x: y)} = {eaxanx(x' y)}
{omy(x,¥)} = (€7 Ly (x, )}
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- Coordenadas estiradas:

dx' = S,dx
dy' =dy

- Sub-matrizes componentes da matriz de rigidez:

nx = (1,2, ..., NGy); n=(12,...,NG,)

NGx
aL deriL, 1 0L, de%*L,
Arx(nx,m) = CIxn ff[ oy )+ Eryy (S_,% ox  Ox )

e (1 0L,y 0e°*L,
ray g dy  Ox

) kge"xanan] dn

O'XL

- 3€ [&ryy (X.7) + &1y (7. n)] 2 dl

PEI

nx = (1,2, ...,NG,); m = (NG, + 1), (NG, + 2), ..., NGT)

N

GT 1 aLnx aeaxme 1 aLnx aedxxL
Agy(nx,m) = Qmy ﬂ[ Fraz S oy  0x )+€ryy (S ox  dy )
m= 1+NGx

0L, 0e% L, . . 0e%** Ly,
+ Erxy (W )] dn — jg [eryy(x. 1) + &rxy (V. n)] Ly le

PEI

my = ((NGy + 1), (NG, + 2), ..., NGT); n = (1,2, ..., NGy)
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NGy

1 dL,y,, 0e**L
Ayx(‘m)’, n) = zl Axn ff [_grzz <S_meyTn> + Erxx (
n= 0

1 0Ly, 0e%*L,,
+ gryx <S_§ Ox Ox an

dl

Ly 0e°%*L,
X

— f [gryx(i' T—l)) + erx(}_}- ﬁ)] S ox

PEI

1 0Ly, 0€%%* Ly,
S, 0y 0x

my = (NG, + 1),(NGy + 2), ..., NGT); m = (NG, + 1), (NG, + 2), ..., NGT)

NGT

1 0Ly 0e%**L,, 0Ly, 0e7* Ly,
n

m=1+NGy

1 0Ly 0% L,
e (5 T )~ KB b a2
e > — aeo-xxL
— i [&7yx(X.70) + &1 (7. 70)] Lmmidl

FPI

- As sub-matrizes relacionadas a matriz de massa sao:

nx = (1,2, ..,NG,); n=(12,..,NG,)

NGy

Byx(nx,n) = z Unx Eryy ff LyxLne®*d1
n=1 0N

nx = (1,2, ...,NG,); m = ((NG, + 1), (NG, + 2), ..., NGT)

NGT

B,y (nx,m) = Z Amy Eryx fj LyxLme®*

m=NGy+1 0

dfn
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my = (NG, + 1),(NGy + 2), ..., NGT); n = (1,2, ..., NGy)

NGy

Byx(my' n) = Z Anx Erxy ff LmyLneaxxd-Q
n=1 0

my = ((NGy + 1), (NG + 2), ..., NGT); m = (NG, + 1), (NG, + 2), ..., NGT)

NGT
By, (my,m) = z Amy Erxx ff LmyLmeaxxd!2
m=NGy+1 fo]

3.4.3 Regido PML com Dissipacdo em y (Método Galerkin-Petrov)

(TRPML(TR) = 2)
Nesta secdo, tem-se:
- Espaco de ponderacéo:

{{D\nx(x: y)} = {Lnx(xr y)}
{(ﬁmy(x' )} = {Lmy(x' y)}

- Espaco de base:

{(an(x’ y)} = {eayyl'nx(x' y)}
{omy(x,¥)} = {77 Ly (x, ¥)}

- Coordenadas estiradas:

dx' = dx
dy’ =S,dy
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- Sub-matrizes componentes da matriz de rigidez:

nx = (1,2, ...,NG); n=(12,...,NG,)

NGy
e = 3 g [[ e (55 ) o (T )
xx\ X, N) = Qxn Erzz\ o2 Eryy | 3

e ) Sy dy dy d0x 0x

N 1 dL,, de’»YL,
Erxy S, dy  0x

) — kge“yYLnanl dn

Ly, 0V L,
ox

[Eryy(x Tl) + Erxy(y n)]
PEI

nx = (1,2, ...,NG,); m = (NG, + 1), (NG, + 2), ..., NGT)

A ) ﬂ l < 1 0Ly, ae"nym> N ( 1 0Ly, ae“nym>
xy nx,m) = qmy TZZ - 4. gryy P
e 1+NGx Sy dy ox Sy, 0x dy
0Ly, 0%V L, Ly, 0€°YY L.,
+ —_ df — + —dl
ery < ay ay Pi [Sryy (X n) gT‘xy (3’ n)] ay

my = ((NGy + 1), (NG, + 2), ..., NGT); n = (1,2, ..., NGy)

NGy,
1 0Ly, 0e°*L, 1 0L,y 0€%* Ly,
S | [ WL T
yx - xn ). rzz Sy ax ay XX Sy ay ax
0L,,, 0e%x*],
+gryx( by 977 m)] a0
0e%vYL

_ f [y G0) + x5 Ly 2l
PEI




my = (NG, + 1), (NG, + 2), ...,

NGT

0Ly, 0e%YY L,
A;Vy(my; m) = Amy f.f [erzz ( = Ox ) + Erxx (

m= 1+NG

1 Ly 0€%Y Ly,

+ ery (g ax

- % [gryx(f- T_i) + grxx( )]

FPI

5 ) - kée"nymyLml dn
Ly 0€%YY Ly,

3y = dl

- As sub-matrizes relacionadas a matriz de massa sao:

nx = (1,2, ...,

NG,); n=(12,..,NG,)

NGy

Byx(nx,n) = Z Unx Eryy ff LyyLne®?ds
n=1 0

nx = (1,2, ..., NG,); m = (NG, + 1), (NG, + 2), ...,

NGT

NGT); m = (NG, + 1), (NG, + 2), ..., NGT)

1 0Ly, 071

g dy dy

NGT)

B,y (nx,m) = Z Amy Eryx ff LnxLme®?df
0)

M=NGy+1

my = ((NGy + 1), (NG, + 2), ..., NGT); n = (1,2, ...,

NGy,

BYX(my’ n) = z Anx grxy ff Lmyl’neoyyd-g
n=1 0

my = (NG, + 1),(NGy + 2), ...,

NG,)

NGT); m = (NG, + 1), (NG, + 2), ..., NGT)

?)
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NGT
By, (my,m) = Z Amy Erxx ff LmyLmeUde_Q
Mm=NG,+1 0

3.4.4 Reqido PML — Os Quatro Cantosdo Dominio (Método Galerkin-Petrov)

(TRPML(TR) = 1)
Nas regides de canto do dominio PML, tem-se:
- Espaco de ponderacéo:

{Pnx (0, ¥)} = {Lnx (x, ¥)}
{(ﬁmy(x: )} = {Lmy(x; y)}

- Espaco de base:

{Pnx(x,¥)} = (e HoDL, (x,9)}
{Omy(x, y)} = (oD, (x, y)}

- Coordenadas estiradas:

dx' = S,dx
dy' =S,dy

- Sub-matrizes componentes da matriz de rigidez:

Seja et = e(axx+axx)

nx = (1,2, ..,NG,); n=(12,..,NG,)
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NGx
1 0L, 0efL, 1 0L, 0efL,
A, ")‘ , n ff #\s25y oy ) T \52x ox

1 9L, de'lL, _—
+ &rxy (sty Jy ox —kyeLyL,|d

Ly aetL n

- § [Sryy(f- ﬁ) + Erxy (y )]

PEI

nx = (1,2, ..., NG,); m = (NG, + 1), (NG, + 2), ..., NGT)

NGT 1 0Ly, 0etL,, 1 OLpy0etLy,
Ayy(nx,m) = Imy ff Erzz S¢S, 0y ox t ey S¢Sy 0x  0dy

m= 1+NG

Ly aetL m o

1 0L, de‘L,
T Erxy <Sz a;x dy )l an — %[Eryy(x ) + grxy(y Tl)]

PEI

my = ((NGy + 1), (NG, + 2), ..., NGT); n = (1,2, ..., NGy)

NGy
1 0Ly, detlL, 1 Olmy 0e'Lyy
Ayx(my, Tl) = zqun ff [_ST'ZZ <SxSy Ox ay + Erxx S S ay 0x
n= n

Loy 0efL,
Sy Ox

dl

1 0L,,, detL Lo .
+ Epyx <§ a;ny axm>l an — f [eryx(x.n) + &0 (V. n)]
PEI

my = ((NGy + 1),(NGy + 2), ..., NGT); m = (NG, + 1), (NG, + 2), ..., NGT)
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NGT
4o )= ﬂ‘ 1 0L,y 0Ly, e 1 0Ly 0efLy,
yy my’ m) = qmy ETZZ S.% ax ax rxx SZ ay ay

m= 1+NG

1 0Ly defLy, 2 oox
+ &rxy (sty ax dy — kge?* Ly Ly | d2

detl
™ dl

> — > — L
- § [Sryx (x.n) + grxx(y- n)] %
y

FPI

- As sub-matrizes relacionadas a matriz de massa sao:

nx =(1,2,..,NG,); n=(12,..,NG,)

NGy,

Byx(nx,n) = Z Anx €ryy ff Lnanetd-Q
n=1 0

nx = (1,2, ...,NG,); m = (NG, + 1), (NG, + 2), ..., NGT)

NGT
Bxy (nx,m) = Qmy Eryx f] Lnmee

m= NGx+1

my = ((NGy + 1), (NG, + 2), ..., NGT); n = (1,2, ..., NGy)

NGy

Byx(my; n) = z Anx €rxy f] LmyLnetd!2
n=1 0

my = ((NGy + 1),(NGy + 2), ..., NGT); m = (NG, + 1), (NG, + 2), ..., NGT)

NGT

Byy (my,m) = Amy Erxx ff LmyL et

m= NGx+1
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3.5 Resolugéo das Integrais das Formulagdes PML

As integrais de area ou de linha de qualquer um dos formalismos s&o solucionadas no
elemento de referéncia, que se relaciona ao elemento real (global), pela transformada

geomeétrica, vide Apéndice C. Seja o elemento TR, mostrado na Figura 3.4:

y "

Elemento Real Elemento de Referéncia

Figura 3.4: Elemento de referéncia (a direita), e elemento real correspondente (a esquerda).

x(&,m) = x1L,(§,m) + x,L,(E,m) + x3L3(E, 1)
y(&n) = y1L1(§,n) + y2L2(&,n) + y3L3(&,m)

Funcdes de forma no elemento de referéncia:

Li¢n=1-¢—n
L, =¢
Ly=n

3.5.1 Dominio Usual

Nos dominios usuais, as respectivas integrais (item 3.3.3.1) sdo solucionadas por

conhecidas expressoes [8]:

- Area:
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- ahrc alb!c!
f Ly LzLsdedn = (a+b+c+2)!
&=0n=0
- Linha:
d b a!b!
[ 1 =0 B®dE = s
£=0 '
Em que

LiEm=>0-¢-mn)
LZ(EIU) =f
LB(EIU) = 77

Nota: Para elementos unidimensionais, as func¢fes de Lagrange no elemento de referéncia sao:

L) =01-9%)
L,(§) =¢

3.5.2 Reqides PML

Nogueira [8] aproxima as resolucbes das integrais nas regibes PML, itens 3.4.2 a
3.4.4, referenciando-as ao baricentro do elemento triangular. Este procedimento aproxima o

integrando, ajustando-o as férmulas do dominio usual (equacdo (3.14), [16,17]).

Neste trabalho, as integrais nas regiGes dos cantos (item 3.4.4), por serem dependentes
dos termos exponenciais decrescentes (e~?**;e~ %), foram calculadas, aproximadamente,
pela estratégia do baricentro do elemento triangular. Nas demais regiGes PML, as respectivas

integrais foram obtidas com valores exatos, pelas técnicas:

a) As integrais de &rea sdo resolvidas, no tridngulo de referéncia, pelo método direto de
integracdo de ordem 5, conhecida por formula de Hammer de ordem 5 [16,17];

b) As integrais de linha foram aproximadas pela formula de Simpson.
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3.5.2.1 Integrais de Area

Analisando atentamente as integrais de area das regibes PML, percebe-se que estas se

identificam a poucas integrais. Por exemplo, o termo com relacdo a varidvel x é explicitado:

de?** L,

oL
n = e (axL Ly + Ly, a’") (3.15)

Assim, todas as integrais de area das regibes PML serdo referenciadas unicamente aos

operadores de integracao, no elemento de referéncia, conforme os Quadros 3.4 e 3.5

- Elemento de referéncia:

LiEm=>0-¢-mn)
Lz(f:’?) =f
L3(f,1’]) = 77

x(&,m) =x1 + (23 —x1)& + (x3 —x1)7n
yEm =y1+ 2 —y1)é+ (s —yn

0q = 0x(x) ou o, (y)

=123

= {

Quadro 3.4: Integrais referentes a matriz de rigidez [A]:

£ 1 1-¢ 1 1-¢

§=0n=1 §=0n=1 £Z0n=1

1 1
e
aqL dndé; f f oqL;dnd¢
&=0n=1

Referente a parcela k3 fo e?1L;L;dQ:
i=12;3
j=12;3

[y

1 1-¢
G [ [ ewnemycmads @6

&=0n=1




Quadro 3.5: Integrais relacionadas a matriz de massa [B]:

As integrais relacionadas a matriz de massa sdo as mesmas da equacéo (3.16), ou seja:

1-¢
f €941 L, (&, m)L; (¢, ) dndé
n=1

\»—\

f] e”qul-Lde =AS
Q ¢

em que ASé a area do elemento triangular.

0
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As referidas integrais foram calculadas exatamente, pela férmula de Hammer de

ordem 5 [16,17], referenciada por 7 pontos no triangulo de referéncia (Quadro 3.6):

Quadro 3.6: Valores Calculados das Integrais pela Férmula de Hammer

Ordem NUmero de & ni Pesos w;
pontos
5 7
a = 0470142064105115 1/3 1/3
9
a a R—
80
1-2a a 0,0661970763942530
a 1-—2a
b = 0101286507323456 5 5 ( T ) i
1-2b b 240 80/
5 =25 | 0,0629695902724135

A integral é resolvida:

1 1-¢ 6
J f Y(f,n)dndf=zwiy(fﬂ7)
§=07=0 =1
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3.5.2.2 Integrais de Linha

As integrais de linha de qualquer uma das regides PML séo referenciadas unicamente
aos seguintes operadores de integragéo (vide quadros 3.7 e 3.8):

- Regido de canto (item 3.3.3.4):

t = (oxx +0yx); Sqg=SyouS,

Quadro 3.7: Integrais de linha — Regido de canto PML

1
t

1

et e
ng'qLiLjdf; jzl‘ldf
§=0 &=0

- Propagacdo em x e em y - PML:

Oq = Oy OU Oy; q=xouy

Quadro 3.8: Integrais de linha — Propagacdo em X e em y - PML

Jleaqq ! e%a4
o,L;L;d¢; ~f L;d¢
J Sq q-t™ J Sq L
&=0 &=0
Jleaqq ! e%a4
o,L;L;d¢; ~f L;d¢
£=0 Sa £=0 Sa

As integrais de linha foram calculadas, com preciséo razoavel, pela regra de Simpson

com 20 subdivisdes no intervalo ¢ = [0,1], portanto, com 21 pontos.
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3.6 Concluséo do capitulo

Neste capitulo, foi apresentado o formalismo matemético para se analisar guias de
ondas abertos, com o dominio limitado por fronteiras PML. Foram empregados os métodos:
Vetorial Magnético e dos Elementos Finitos. Com essa abordagem, o problema inicial de
valores de contorno, que € continuo, se reduz a um problema matricialdiscreto de autovalores

e autovetores.

Os calculos das integrais de area referentes a matriz de rigidez nos elementos PML,
assim como das de linha das fronteiras dos mesmos, se simplificam pelo fato desses diversos
operadores serem analogos entre si, j& que sdo identificados a poucas integrais.

No proximo capitulo, o referido método sera validado, comparando-se os resultados

obtidos com os de outros autores.
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4 ANALISE DOS RESULTADOS

4.1  Introducédo

Na analise de guias de onda, é imprescindivel o conhecimento das caracteristicas de
dispersdo dos modos, f(w), para se compreender a propagacdo da onda guiada. Seja um

pulso, como o da Figura 4.1

At/ NBW) =i vegy

_XLAJ

ts & (fit)

Figura 4.1: Pulso em meio dispersivo.

Conhecendo-se a dispersao dos modos, tem-se toda a informacdo necessaria para se analisar a

estrutura condutora de ondas.

Neste Capitulo, aplicar-se-4 a formulacdo desenvolvida neste trabalho a anélise de
diferentes estruturas dielétricas. Os resultados s@o confrontados com os de outros autores
[7,8,9,10,11,18], para validacdo do método.



109

4.2  Validacdo do Método

Os guias de onda caracterizados em [9], [11] (guia dielétrico retangular anisotrdpico e
ndo-homogéneo e guia canal ou incrustado) foram analisados, e os resultados, confrontados
com 0s dos respectivos autores com concordancia razoavel. O guia ARROW, também foi

estudado, ratificando os resultados anteriores [11].

Convencdo: nos graficos pertinentes, a camada PML se representara em cinza, as

paredes elétricas em preto, e as magnéticas em vermelho.

4.2.1 Guia Retangular Anisotrépico Ndo-Homogéneo

O guia de onda retangular consiste em uma regido dielétrica de secdo transversal
retangular, de maior permissividade que a do dielétrico em redor. O guia analisado é o

mostrado na Figura 4.2:

W

t=1 M- m

w=2t

Figura 4.2: Guia dielétrico retangular.

Na analise desse guia, devido a sua simetria, considerou-se um quarto da sua secao
transversal, ver Figura 4.3. A regido PML foi dimensionada em 1 pm, pois verificou-se
empiricamente que essa espessura foi suficiente para prevenir reflexdes nos limites do
dominio computacional analisado neste caso. Essas reflexdes, caso ocorressem,

influenciariam o calculo dos campos, invalidando os resultados.



4 r =205

0,5

[£.]

Figura 4.3: Secéo transversal analisada.

As permissividades no guia séo:

Regido homogénea

& = 2,05

Regido Anisotrépica (nucleo)

vy

Exy

yXx

2,31

2,19

0

2,31

110

A simulacéo foi realizada com 1860 elementos triangulares. A Figura 4.4 mostra a dispersédo

do guia, calculada pelo método proposto, e a compara com resultados da literatura [9,11]. Ha
razoavel concordancia.

2
4.2.1.1 Célculo de Real(n¢ss) = Real (kﬁ) das dispersdes dos modos
0

As curvas de dispersao (Real(n.gr) X ko), mostradas na Figura 4.4, foram calculadas

pela metodologia apresentada neste trabalho. Essas se comparam com as da literatura
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[9,11]pelos pontos assinalados. Observa-se perfeita concordancia, ja que a diferenca entre

ambos foi observada na terceira casa decimal.

235

@ = pontos na referéncla [9,17)

215

——Ellx

205

E21ly

Figura 4.4: curvas de disperséo dos quatro primeiros modos do guia retangular.
: B\2
4.2.1.2 Calculo de I'mag(ness) = Imag (k—o)

Nas Figuras 4.5-a e 4.5-b, € visto o comportamento de Imag(n.ss)em alguns pontos:

na Figura 4.5-a — modos E,(1,1), E,,(1,1); na Figura 4.5-b — modos E,(2,1), E, (2,1).

O termo imaginario, na solucdo, ndo se identifica a perdas reais, ja que a propagacao
neste guia ocorre sem perdas. E consequéncia do meio PML, caracterizado por parametros

complexos.

Nas Figuras 4.5-a e 4.5-b, em que sdo apresentadas as curvas da parte real dos modos,
com alguns pontos assinalados com a parte imaginaria correspondente, percebe-se 0
acréscimo da parcela imaginaria ao diminuir a frequéncia. 1sso é consoante a teoria, ja que,
com o aumento da frequéncia, os campos se concentram no nucleo, o que reduz a influéncia

das camadas PML na solucdo.
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1%

5.474D-15

TEGID-13

22 +

ey

5,0150-12 —E [1,1]
E L1}

4,355D-9

2,1

05

238202

Figura 4.5-a: Dispersao dos dois primeiros modos do mesmo guia, com alguns valores de parte imaginéria.

1,25

32
5414014

By
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£.1150-10

= E,l1
1L6190-10

21 — (21

205 1.7R2D-%

Figura 4.5-b: Dispersao do terceiro e quarto modos do mesmo guia, com alguns valores de parte imaginaria.
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4.2.1.3 Distribuicdo dos Campos

A distribuicdo de campos foi analisada no primeiro modo (H,,(1,1)), confirmando os

resultados obtidos por [9,11]. Também foi analisado o segundo modo (H, (1,1)).

- Modo H,,(1,1) ((Ex(1,1)):

Este modo é o fundamental da estrutura, vide Figura 4.4. A analise foi desenvolvida

por paredes: magnética vertical (x=0) e elétrica horizontal (y=0).

O gréfico da Figura 4.6-a foi calculado em k, = 4; o da Figura 4.6-b,emk, =7; €0
da Figura 4.6-c, em k, = 10. A distribuicdo de campo é idéntica a da Figura 4.7, extraida de
[11].

5 .00 9.6 9.80 £.99 0.88 ©.90 ©.88 .80 D00 £.90 0.88 £.80 ©.8% ©.80 D90 ©.90 0.8 £.80 0.8% ©.88 090 ©.90 £.98 £.80 0.8 6.8 0.90 ©.88 .80 .80 £.99 9.98
.98 £.90 8,80 9.9% °.88 ©.99 ©.90 .90 2.99 £.90 °.8% ©.89 °.8% ©.90 999 .90 9.8 2.8 °.9% ©.80 0.99 £.9¢ 0.8 £.90 °.9% 0.8 0.99 ©.90 .98 0.80 9.99 9.2
.98 ©£.08 9.80 £.08 5.83 2.80 ©.08 .90 580 5.0 0.8 £.80 £.80 £.5% 590 000 5.8 2.80 £.88 0.88 090 .90 £.05 0.0 0.88 £.88 0.80 £.98 098 0.80 £.08 5.88
.88 2.2 8,80 2.98 £.88 ©.80 ©.88 ©.80 2,80 £.90 2.8¢ £.80 2.8F ©.80 .90 .90 0.8 £.80 °.8% ©.80 0.9¢ £.9¢ £.98 £.90 0.9% G.88 °.89 ©.88 £.98 £.80 2.9 4.8
2.08 503 B30 9.08 5.83 280 0.08 £.83 B.00 5.0 0.5 0.80 2.80 .83 592 005 £.83 2.80 0.8% G.88 0.90 .90 £.93 030 0.08 4.8 0.80 0.88 098 080 2.08 4.82
4 .88 2.2 8,80 2.98 £.88 ©.80 ©.88 ©.80 2,80 £.90 2.8¢ £.80 2.8F ©.80 .90 .90 0.8 £.80 °.8% ©.80 0.9¢ £.9¢ £.98 £.90 0.9% G.88 °.89 ©.88 £.98 £.80 2.9 4.8
9.88 £.89 9.8 9.9 5.89 8.85 ©.85 985 987 £.06 £.85 0.85 8.84 .87 981 993 £.85 2.83 °.99 0.89 083 999 £.83 087 £.18 8.11 9.8% £.8F 093 £.80 2.08 2.83
©.87 .87 B8.87 9.86 8.86 8.86 9.86 9.85 B2.85 £.85 2.8 2.80 2.83 2.8l £.81 9.83 0.8 2.86 9.97 ©.88 0.85 9.95 .88 £9.8F 0.97 8.87 2.8% £.88 £.88 £.%0 £.9% 2.8
.85 ©.85 985 9.85 5.81 2.84 984 984 583 £.03 8.83 8.82 8.827 9.8l 981 993 5.8 5.85 °.86 O.86 086 996 £.85 0.5 £.95 8.85 0.80 £.8F 098 080 2.08 2.82
©.83 .83 B8.83 £.83 8.83 8.83 9.82 9.82 B2.82 9.80 8.82 8.81 8.81 2.88 £.81 9.83 0.8 2.8 8.85 G.85 9.85 9.95 £.85 .85 0.84 8.83 2.8% £.88 £.88 £.%0 2.8% 2.8
y 2.8l .81 2.81 2.81 2.81 2.81 9.81 .91 2.81 £.81 2.8 2.80 9.8% 9.8l 9.82 2.93 £.83 2.8 2.84 9.84 2.84 .84 2.1 0.84 2.93 8.83 2.8% L.8F .98 090 2.9 2.82
.88 .80 2.30 0.3 8.88 2.80 9.88 9.89 £.89 £.80 8.8l 8.81 8.81 2.81 £.82 9.83 £.83 2.8 8.8 2.84 9.84 2.84 £.83 £.83 0.93 8.82 2.8% £.88 £.88 .28 2.9% 2.8
2.8l .81 2.81 2.81 2.81 2.81 9.81 9.9l 2.81 £.82 2.82 2.82 9.82 9.82 9.82 2.93 £.83 2.83 2.83 9.83 0.83 9.93 £.83 0.83 9.91 9.82 2.8% L.8% .98 090 2.9 2.%2
©.84 9.8 B.84 £.84 0.8 8.84 ©.84 984 884 £.84 0.8 £.84 £.84 ©.84 .84 .83 £.83 8.83 ©.83 ©.83 9.83 9.90 9£.82 £.81 ©.82 6.82 9.90 ©.88 .89 £8P £.99 9.98

.98 9.98 9.8 9.97 ©.87 ©.87 9.87 .87 8.87 .97 ©.87 ©.87 9.86 ©.86 9.65 9.84 0.81 £.83 9.83 ©.83 0.82 9.92 .82 9.8 9.92 ©.81 9.99 ©.90 .98 °.80 9.98 9.2

.

8.84 £.83 9.83 9.82 .80 ©.82 £.82 ©.81 ©.91 £.90 .80 9.88 £.80 ©.88 8.98

8.16 .16 8.15

©.85 ©.84 9.93 9.83 £.92 ©.82 9.82 9.91 ©.91 .99 £.99 9.8 9.80 °.88 9.99

©.96 ©.85 ©.84 ©.83 £.83 0.82 0.82 ©.81 ©.91 £.90 .80 9.88 £.88 6.88 8.98

©.87 ©.85 .94 ©.83 £.93 ©.82 0.82 9.91 ©.91 .99 9.99 9.88 9.80 °.88 9.99

285 ©.86 £.84 984 £.83 5.82 0.82 8.9l ©.81 .88 905 5.88 0.80 £.88 £.90
©.85 9.86 ©.84 £.84 .83 ©.82 0.82 9.81 ©.81 288 .98 2.88 2.80 °.88 £.89
285 986 984 884 583 8.8 0.82 8.9l 9.81 2.88 9.93 2.3 2.80 2.83 2.88
E.89 ©.86 ©.84 ©.84 .83 ©.82 0.82 9.91 ©.81 £.88 £.98 2.88 2.80 °.88 £.8%
B.23 986 £.84 984 903 8.82 0.82 8.9l 9.81 293 9.93 2.83 2.80 2.83 2.88
5.89 2.86 2.84 B.84 £.83 8.8 0.82 2.81 8.81 £.88 £.8% 2.88 2.80 2.8% 2.88
223 986 284 884 583 8.8 0.82 8.9l 9.81 298 9.93 2.3 2.80 2.83 2.88
9.89 2.86 2.85 £.84 £.83 8.8 0.82 2.81 8.81 £.88 .88 2.88 2.80 2.8% 2.88
2.29 2.86 265 9.84 2.83 2.82 2.82 9.81 9.81 .98 2.93 2.8 2.80 2.8% 2.8%
9.89 2.86 265 £.84 £.83 8.8 0.82 2.81 8.81 £.88 .98 2.38 2.80 2.8% 2.88
2.29 2.86 2.85 .84 2.83 2.82 9.82 2.91 9.81 2.28 2.9% 2.8 2.80 2.8% 2.8%

§.99 9.86 ©.05 9.84 ©.83 0.82 0.82 ©.91 0.91 PSR .00l B89 BLe8 B0 608

Figura 4.6-a: Distribuicdo de campo — componente H,, .k, = 4.
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Figura 4.6-b: Distribuicio de campo — componente H, .k, = 7
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Figura 4.6-b: Distribui¢éo de campo — componente H,,.k, = 10.
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Conforme se observa nas Figuras 4.6-a a 4.6-c, 0s campos tendem a se concentrarem

no nucleo do guia, com o aumento da frequéncia. Por isso, a influéncia da camada PML é
menor em frequéncias altas. Isso explica o decréscimo de Imag(neff) em fungdo da

frequéncia, por ser este mera consequéncia da aplicacdo de PML.
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Figura 4.7: Distribui¢cdo do campo — modo Hy(1,1) em [11].

Os gréficos da dispersdo e da distribuicdo de campo mostram concordancia com [17] e

[11],validando o método.

- Modo H,(1,1) (E,(1,1))

O segundo modo, H,(1,1), foi analisado com parede magnética vertical em x=0 e

elétrica em y=0.
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Os graficos das Figuras 4.8-a e 4.8-b mostram a distribuicdo de campo no modo
H,(1,1), emky = 7 e ky = 10, evidenciando a maior concentracdo da onda no nucleo em

altas frequéncias.
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Figura 4.8-a: Distribuicio de campo com k, = 7 - Componente Hx.
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Figura 4.8-b: Distribuicao de campo com k, = 10 — Componente Hx.

E importante notar que o guia retangular anisotropico ndo-homogéneo nio apresenta

perdas, e que, devido ao artificio matematico da camada PML, a permissividade efetiva

calculada pelo método proposto é complexa. Isto é apenas consequéncia da introducdo da

regido PML, e ndo implica a existéncia de perdas no guia.

4.2.2 Guia Canal (Embedded)

O guia canal consiste de um retangulo feito de material dielétrico denso, incrustado em

outro menos denso, conforme a Figura 4.9:



Figura 4.9: Guia de onda canal ou incrustado.
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A simetria bilateral, relativa ao plano y-z, deste guia permite a sua analise a partir de

metade da sua secéo transversal (Figura 4.10):

A

a4y
2
!
.
1]
E“l’ =4,84
-1
-3
[ LY
'EO 2,5 6 8 x
z
Figura 4.10: Modelo computacional do guia canal.
As permissividades na regido mais densa sdo:
Exx gyy gxy gyx €2z
4,937 5,3495 0 0 5,3495
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4.2.2.1 Célculo das Curvas de Dispersdo

O guia foi analisado com 2736 elementos triangulares. Os valores de Real(n.ss) dos
quatro primeiros modos sdo mostrados na Figura 4.11. Nessa Figura, a curva de dispersao €
confrontada com os resultados de [9,11] (pontos assinalados). Verifica-se perfeita

concordancia.

Como as regides PML sdo caracterizadas por parametros complexos, n.ss sera
complexo, como visto nas Figuras 4.12-a (E,(1,1),E,(2,1)) e 4.12-b (E,(1,1), E,(2,1)) As
curvas continuas se referem as dispersdes calculadas pela teoria, e 0s pontos assinalados, aos

valores fornecidos por [9] e [11].

O guia ndo apresenta perda, como ja extensivamente comprovado[8,19]. Portanto, ao
contrario do dito porFernandez e Lu [18], o termo imaginario ndo representa perda ou campos
radiantes, sendo, apenas, consequéncia da formulagdo PML. Esta afirmacdo é ratificada, pela
observacao de que: em frequéncias menores, 0s campos, menos concentrados no ndcleo, se
expandem, penetrando mais fortemente nas regides PML. Logo, o Imag(n.sr)é majorado,

vide Figuras: 4.13-a a 4.13-d, ja que a influéncia das regides é mais pronunciada.

E2n
[ «=Pontos em [9,11]

2,308
2,306
2,304
2,302

23 —Ex(1,1)

—FEy(1,1

2,298 v(L1)

2,296 Ex(2,1)
2,294
2,292
2,29
2,288

k
i 5 10 15 20 25 o

Figura 4.11: Curva de dispersdo do guia canal — parte real.
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2,31
2,308 1

2,306

2,06D-12
2,304 T 2,87D-9 I

B 2,302 1

23 1
kg =

6,160-10

—Ey(1,1}
2,298 | — Ex([1,1}
2,296 1 17704

2,294 -
2,292 +

2,29 1

2,188 +

ka

Figura 4.12-a: Disperséo dos dois primeiros modos do mesmo guia, com alguns valores de parte imaginéria.

3
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1,1010-9 IV Ex(2,1)
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* 4526010
196
9,83D-8 o
- 431109
LR H 4
1,7680-4 - 9 64604
¥ 3
1288
o 3 1% K 15 ] %

Figura 4.12-b:Disperséo do terceiro e quarto modos do mesmo guia, com alguns valores de parte imaginaria.

4.2.2.2 Distribuicdo de Campo

Analisou-se a distribuicdo espacial dos campos referentes aos dois primeiros modos

que se propagam no guia (Ey(1,1), Ex(1,1)), vide Figuras 4.13-a até 4.13-d:
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Figura 4.13-a: Distribui¢éo de campo: modo fundamental do guia canal (Ey(1,1)),
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Figura 4.13-b: Distribuicédo de campo: modo Ey(1,1), k, = 15.
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Figura 4.13-c: Distribui¢do de campo: 2° modo(Ex(1,1)),k, =
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Figura 4.13-d: Distribui¢io de campo: modo Ex(1,1), k, = 15.
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A distribuicdo de campo calculada por este método é idéntica a calculada por [8,18],
Figuras 4.14-a e 4.14-b:

Distribuicdo de campo em [8]

e

Figura 4.14-a: Distribuicdo de campo no modo Figura 4.14-a: Distribuicdo de campo no modo
(E,yemk,=7. (E) emko = 7.

4.2.2 Guia ARROW

O guia de onda ARROW (Figura 4.15) foi analisado por diversos autores
[7,8,9,10,11]. Os resultados apresentados por eles se concentraram em, somente, um ponto da
curva de dispersédo, ky =591, A =1,064um . Esse valor foi confirmado pela teoria
desenvolvida neste trabalho, ver quadro 4.1. Na confrontacdo dos resultados, os erros
relativos ao Real(n.rr) foram menores que 0,2%. Erros maiores foram encontrados no
Imag(mess) , justificaveis pelo fato da densidade de discretizagdo, por limitagdo

computacional, ndo poder ir muito além de 3000 triangulos.

O guia estudado é mostrado na Figura 4.15:

.
fr=11,9163 0,95 pm
—*
£, =12,953 1,6um
-+
f =11,9163 0,4um
——
B =12,6380 0,1pm
£ =12,6380 1,0pm
£, =12953 1,7pm

Figura 4.15: Guia ARROW.



secdo transversal, vide Figura 4.16:

Y
8,5
7.5
6,75 -
fr=11,9163 0,95 pm
SrB N
¥=12,853
1,6pm
4, -+
£ =11,9163 I:I_.-i;,ln:.
3,8 5126380  Toam
3,7
& =12,6380 | 1.0pm
2,7 ;
=12,553
§ ! 1,7 pm
1
0
1.3

Figura 4.16: Modelo computacional do guia ARROW.

4.2.2.1 Calculo das Curvas de Dispersédo

4.17:
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A geometria do guia, bilateralmente simétrica, permite analisa-lo pela metade de sua

As curvas de dispersdo dos quatro primeiros modos do guia sdo mostradas na Figura
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‘/( - Ey(1.1)
- Ex(1,1)

w— Ey{1.2)
w Ex{1,2)

_n
o

I
4

Figura 4.17: Curva de dispersdo dos quatro primeiros modos do guia ARROW.

Como em todos os dominios limitados por  regides  PML,

0 Imag(ness) tambémaumentou com a diminuicdo da frequéncia, ver Figuras: 4.18-a
(referente ao modo fundamental E,, (1,1)); 4.18-b (primeiro modo superior, E,(1,1)), ja que,

nessa condicdo, 0 campo penetra mais profundamente nas regiées PML. Nestas figuras, as

curvas representam a parte real e os valores assinalados aos pontos, a parte imaginaria.
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- Ey(1.1)

I

[

N
L=

5,53D-7 1,15D-7

2.0
4 — Ex(11)
6,78D-4

T 6,92D-4

13

=

—

[ ]

L)

=

[
o

Figura 4.18-b: Curva de disperséo do primeiro modo superior, Ex(1,1), com valores de Imag(#eff)-



127

Na literatura, as dispersdes dos cinco primeiros modos foram calculadas em um unico
ponto, referente a k, =5,91, A =1,064um [7,8,9,10,11]. No Quadro 4.1, sdo elas
confrontadas com as deste trabalho. A nomenclatura dos modos foi revisada, considerando-se
o0s tipos de parede, elétrica ou magnética, postos como limites do dominio computacional,
para a obtencdo de cada modo. Os nomes dos modos, publicados na literatura, referentes ao
ponto k, = 591, A = 1,064um: (E,(1,1),E,(1,2),E,.(1,3),E,(3,2)), obtidos com paredes
magnéticas e elétricas, foram substituidas, respectivamente, por:

E,(11),E,(1,1),E,(1,2),E,(1,2).Ha razoavel concordancia com o Real(z.s). Infelizmente,

ndo foi possivel confrontar os demais valores das curvas, ja que ndo foram encontrados dados

na literatura (em 2017).
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Quadro 4.1: Comparacao dos valores de dispersao calculados nesse trabalho com os da literatura, em ky = 5,91 rad/m (A = 1,064um).

Modo Hernandez-Figueroa Tsuji/Koshiba Berry et al. Nogueira Este trabalho

Real Imaginario | Real Imaginario | Real Imaginario | Real Imaginario | Modo | Real Imaginario
E.(1,1) | 3574125 | 1,7649D-7 | 3,574131 | 1,6976D-7 | 3,573800 | 1,6968D-7 | 3,573795 | 1,7120D-7 | E,(1,1)| 3,564554 | 1,147D-7
E,(1,2) | 3,543505 | 5,5352D-5 | 3,543530 | 5,4823D-5 | 3,543231 | 5,4810D-5 | 3,543225 | 5,5691D-5 | E,(1,1)| 3,551412 | 5,031D-5
E,(1,3) | 3,529994 | 1,4923D-6 | 3,5299949 | 1,615D-6 - - 3,526932 | 6,7865D-6 | Ey(1,2)| 3,531447 | 4,761D-5
E.(3,2) | 3,498680 | 1,2273D-4 | 3,495891 | 1,2316D-4 - - 3,495866 | 1,1539D-4 | E,(1,2)| 3,497154 | 3,945D-4
E.(1,4) - - - - 3,494278 | 8,8414D-4 | 3,494256 | 8,8313D-4 | E,(1,3)| 3,478427 | 7,744D-4
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4.2.2.2 Distribuicdo de Campo

Os graficos das distribui¢des dos modos: E,, (1,1); E,(1,1); E,(1,2), em ko = 20 séo

vistos, respectivamente, nas Figuras 4.19-a a 4.19-c.
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Figura 4.19-a: Distribui¢do de Campo do Modo E,,(1,1) .
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Figura 4.19-b: Distribui¢cdo de Campo no Modo E,(1,1) (componente H,.)
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Conclusédo

1,3

Pelo método deste trabalho, foram analisados diferentes guias dielétricos, cujos

resultados concordaram perfeitamente com os da literatura.
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Conclui-se que os valores complexos de n.rr ndo representam perdas, sdo
consequéncias das regides PML, caracterizadas por pardametros complexos. Ao se diminuir a
frequéncia de operacdo, os campos se estendem mais profundamente nas regides PML,

aumentando, portanto, o fator imaginario.
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5 CONCLUSAO FINAL

Neste trabalho, foram elaborados formalismos para se analisar a propagacdo de ondas
eletromagnéticas em guias dielétricos abertos, isto &, com fronteiras no infinito, modelados
por regides PML.

No Capitulo 1, foram desenvolvidos os trés formalismos adequados a analise de
regibes PML: o de Berenger, o da Anisotropia Uniaxial e o de Tsuji-Koshiba. As trés
abordagens séo equivalentes.

No Capitulo 2, estudou-se a propagacdo de ondas planas em regiGes absorventes,
enfatizando a propagagdo nos meios adaptados (PML). A anélise do modo TE, foi suficiente,

ja que a do TM_ se obtém desta, pelo teorema da dualidade. Demonstrou-se que a reflexdo é

nula na interface PML-dielétrico ou PML-PML, quaisquer que sejam o angulo de incidéncia e
a freqliéncia de operacdo o que advém da definicdo de PML. No Apéndice D, tem-se a analise
pormenorizada desse topico.

No Capitulo 3, apresentou-se o formalismo matematico para se analisar estruturas
dielétricas abertas, por dominio finito, limitado por fronteiras PML. O estudo foi elaborado
pelos métodos: Vetorial Magnético e dos Elementos Finitos. Pelo uso desses métodos, o
problema continuo de valores de fronteira € discretizado no problema matricial de autovalores
e autovetores.

No Capitulo 4, validou-se 0 método desse trabalho, ao confrontar os resultados de
dispersdo e distribuicdo dos campos para duas estruturas dielétricas: o guia retangular
anisotropico ndo-homogéneo e o guia canal, com os da literatura.O n_ .. calculado €

complexo. A parte real é referente a constante de fase e concordou perfeitamente com o de
outros autores. Os guias analisados ndo apresentam perdas, fato ja bem conhecido. Portanto, a
parcela imaginaria advém das propriedades complexas inerentes as regides PML. Nao
caracterizam perdas, literalmente, nem tampouco radiacdo dos modos, sendo consequéncia
matematica da inclusdo das regibes PML no dominio analisado. Pelo fato de a parte
imaginéria da dispersdo ndo corresponder a perdas reais, o fator responsavel a absorcdo de
ondas nas equacOes de propagacdo em regides PML (S;,j = x,y,z), neste trabalho, foi
denominado: fator equivalente de dissipacéo.

Estudou-se, também, o guia ARROW (Anti-Ressonant Reflecting Optical Waveguide),
para o qual, infelizmente, os Unicos valores das curvas de dispersdo publicados, dos cinco
primeiros modos, sdo para um unico ponto, k; = 5,91, 4 = 1,064um . Houve razoavel

concordancia da parte real do #,-, embora o erro do termo imaginario fora maior, devido a

limitacdo computacional, pois, 0 equipamento utilizado s6 permitiu simulagcdes com matrizes
de ordem inferior a 4000. Ao diminuir a frequéncia de operacdo, 0 campo se expande além do
nacleo, penetra cada vez mais nas regides PML, como ficou evidente nos respectivos graficos.
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O efeito das regides PML, portanto, se torna mais pronunciado, aumentando a influéncia do
fator equivalente de dissipacao.

Em trabalhos futuros, esta metodologia serd adaptada ao meétodo matricial de
armazenamento de dados por linha do céu (Skyline) [22], complementado pela técnica de
iteracdo no subespaco (Subspace Iteration) [23]. Com essas implementacdes, 0 método torna-
se mais abrangente, poderoso e veloz.
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APENDICE A — O Teorema da Dualidade
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O Teorema da Dualidade é fundamental na andlise da propagacdo em meios
confinados. Dado que, em guias de onda de condutor singelo (um s6 condutor) ou em
superficies dielétricas, os modos de propagacao excitados sdo TE, TM ou Hibridos (HEM), a
analise é muito simplificada pelo Teorema da Dualidade, pois o formalismo matematico do
modo TM ¢ obtido diretamente do modo TE, e 0 modo HEM €é uma combinacédo linear dos
dois. O quadro A.1 mostra a correlagdo entre os pardmetros dos modos TE e TM; “i” se refere

a onda incidente na interface entre os meios, € “r”’ a refletida :

Quadro A.1Correlacdo entre os modos TE e TM.

Modo TE, (H,) Modo TM,, (E,)
Hz _Ez
(E., E)) (Hy, H,)
1 £
€ =
1 1
Hoz2 €12
= -
! &1 ! Ho
Ks(iry K (iry
ky(ir ky(iry
kx(i,r) kx(i,r)
Zx(i,r) = we; Yx(i,r) = Wi
ko ke
_ My _ My@n)
Zyin = e, Yan =0
Zyi=Zyr =Zx1 Yei=Yer =Yu
Zyi = _Zyl Yyi i £%1
Zyr = +Zy1 Yyr = +Yy1
Zy1 = Z1C0S¢4 Y1 =Yicosp,
Zyy = Zyseng, Yy, = Yiseng,

APENDICE B — Andlise das componentes elétricas e magnéticas dos modos TE, e TM, nas
regides dielétrica e absorvente (PML)
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Nesta se¢do, 0os campos elétrico e magnético das regides dielétrica e anisotropica
dissipativa séo calculados sob a condicdo de casamento perfeito entre ambas. O estudo se
baseia na incidéncia de ondas planas na interface entre estas regides, conforme mostrado na

figura B1. Os modos de propagacao TE, e TM, séo considerados.

Modo TE,

FML

Modo TM,

Dielétrico

N FML

Figura B1l: Campos elétricos e magnéticos nos modos TE, (polarizagdo paralela) e TM, (polarizacdo

perpendicular), de onda plana incidindo em interface dielétrico-PML normal ao eixo y, com 8, = ¢4, 6, = @,

Seja a dependéncia temporal convencionada por e*/“t. Os modos de propagacio

TE,(E,, E,, H, - polarizacdo paralela) e TM, (H,, H,, E, - polarizacdo perpendicular) tém sua
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formulacdo matematica em funcdo dos campos longitudinais (E,, no caso do modo TM,, H,
no modo TE). A abordagem, neste trabalho, serd feita pelo modo TE,; em funcdo da
componente longitudinal (H,), obtém-se os campos transversais. Pelo método da dualidade,

tem-se a formulacdo do modo TM (H,)

B.1 Campos Longitudinais
Meio dielétrico:
No meio dielétrico ( meio 1), a onda incidente é descrita, no modo TE,, por:

HZi — Hoe_j(kx1x+ky13/)

Onde H, ¢ a amplitude maxima do campo magnético, k,; =kjcosqp, e ky =
k,sen @ representam o nimero de onda projetado nas direcdes X e y. J& a onda refletida pode

Ser expressa por:

H, = I"hHOe—f(kx1x+ky13/) (B.1.a)

Meio Absorvente:
No meio absorvente, o campo longitudinal é representado por

H,, = ThHOe—j(kx2x+ky23/) (B.1.b)

onde T}, € o coeficiente de transmissao, que representa a parcela da onda incidente que ndo foi

refletida pela interface (I}, + T, = 1):

HZZ
Hzi

Th:

Conforme o caso anterior, k,, = k;, cos @5, € k,, = k; sen @,.
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No modo TM,, os campos na direcdo Z, serdo, nos meios dielétrico e absorvente,

deduzidos através do Teorema da Dualidade :

No meio dielétrico:
No meio dielétrico, o campo elétrico na direcdo Z da onda incidente é expresso por:

E,; = Eoe—f(kx1x+ky1Y) (B.1.c)

em que E, é a amplitude maxima do campo elétrico. Ao alcancar a interface, a onda plana tera
uma parcela de sua poténcia (que serd zero, no caso de casamento entre 0s dois meios)
refletida. Esta onda refletida terd seu campo elétrico na direcdo Z relacionado ao da onda

incidente através do coeficiente de reflexdo I,:

E, = ILE, = ILEOe_j(kxlx"'kyﬂ’)

No meio absorvente:

No meio absorvente, a parcela da onda incidente que ndo sofreu reflexdo a interface a

onda transmitida se escreve:

E,, = TeEOe—j(kxzx+kyzY)

em que o coeficiente de transmissao, T,, é dado por

E, é a amplitude méxima do campo elétrico,

B.2 Campos Transversais
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Os campos transversais ( TE,:(Ey E,); TM,: (Hy, Hy)) serdo calculados,
respectivamente, pelas equagfes de Ampere e Faraday, em fungdo dos campos longitudinais.
Primeiramente, a analise sera feita no meio dielétrico, sendo a seguir analisados 0s campos no

meio absorvente.

Anélise no Meio Dielétrico

- Modo TE,: No modo TE, (polarizacdo paralela), a relacdo entre os campos transversais e 0S

campos na diregdo Z é encontrada, no dominio temporal, através da equagdo de Ampere:

oE

Vxﬁzeonza

Obtém-se a equacdo de Ampeére na forma fasorial substituindo-se V= —jk,
—jk; x Hy; = jowe, E
Pela figura B.1, pode-se definir a onda incidente. Seja o nimero de onda:

Ei = kxi.?_C) + kyij; (B 2)

em que

ki = kicosqpq

Pela equacdo de Ampere:

multiplicando os dois lados por j:
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desmembrando k; e H,; em suas componentes:
~[ (i + kyiV) X Z]Hyi = we,Ey
Obtém se:
ki
Exi = —EHzi(X;Y) (B3a)
E i = EHZi(x’y) (ng)
T wey
Em que:
H,(x,y) = Hye I(kxaf+ky1y)

Com isto, a impedancia de onda se define:

E,i k, k
i xi 1
*OH, ws  we @1

Zyi = Exi—kyi = ka seng
i T T T T 1
H,, w& wE,

. . A . k - ~
Seja a impedancia Z; = —. Assim, as expressdes de Z,; € Z,; Se reescrevem:
wEq y

Zyi = Z1C0SQ1

Zyi = —Z seng,

Analogamente, pela equacao fasorial de Ampére, se define a formulacdo da onda refletida:
Seja 0 numero de onda Er = ky,X + k,,y. Suas componentes, pela figura 1.b, se exprimem:

k., = kicosp, (B.4.a)
ky, = kiseng;. (B.4.b)

Da equacdo de Ampeére,
—[(kr® + kypr§) X Z|Hyy = we,E,

Se inferem:
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Eyyr = _a)ié’z zr(x;y) (B-S'a)
E, = xr H,.(x,y) (B.5.b)
yr we zr )

Em que:
Hy, (X, }7) = FhHOe_j(kxlf"‘kyﬂ;)
Assim, as impedancias da onda refletida nas diregdes x e y se definem:

E k k

yr xr 1
Ly =——= = ——cos
TH, ws @ we @1

7 = Eyr _ kyr _ kq seng
yr — T 15 = - 1
H,, w& weg

Em resumo, as impedancias em X e y das ondas incidente e refletida se definem pelas

impedancias de onda no meio dielétrico. Assim, sdo escritas:

Zyi = 21€C0SQP = Zyq (B.6.a)
Zy; = —Zysen@p, = —Zy, (B.6.b)
Zyy = 21C0SQ1 = Zyq (B.6.c)
Zyy = ZySen@y = Zy, (B.6.d)

Pode-se, a partir de entdo, expressar a relacdo entre os campos elétrico e magnético totais. O

campo elétrico no meio 1 € a soma dos campos elétricos das ondas incidente e refletida:
Ey = (Bxi + Ex)% + (Eyi + Ey,)Y
Substituindo-se as componentes elétricas em funcdo dos campos magnéticos, obtém-se:
Ey = (=ZyiHzi ~ ZyrHyr)E + (ZaiHyi + Zop )Y

Como Zyy = Zy; = Zyy € Zyyy = —Zy; = Zy,, 0 CAMPO El, em funcdo das impedancias de

onda do meio 1, é expresso:
E, = (Zylei - Zyler)J_C) + (Zx1Hy + leHzr)}_}

ou seja,
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Ey = Zyy(Hy — Hyp)Z + Zyy (Hys + Hy )y (B.7)

A equacdo (B.7) estabelece as componentes do campo elétrico (1771) , ho meio dielétrico, em

funcéo do campo longitudinal (H,). Sintetizando:

Hzl = Ho(e—jkyly + Fhe—jkyﬂ’)e—fkmx (3861)
E,q = HOZyl(e_jkyly — Fhe—jky1Y)e—ka1x (B.8.b)
Ey = Hole(e_jkyly + Fhe—jky1Y)e—ka1x (B.8.¢)

- Modo TM, (H,, H,,E,) - Polarizacdo perpendicular: A formulagdo do modo TM é
diretamente deduzida das equacGes (B.8), do modo TE, através do Teorema da Dualidade,

descrito no Apéndice A:

E, = Eo(e—jkyly + [ée—jky13/)e—jkx1x (B9a)
_I_Ix1 — HOYyl(e_jkyly — Fhe_jky13/)e_jkx1x (ng)
—Hy; = Hoyxl(e—jkyly + Fhe—jkyﬂ’)e—kalx (B.9.C)

em que
v 1
= —CosQ
1
Yy, = Z—lseng01
Ho
Zy= |—
1 )

Anélise da Propagacéo na Regido Absorvente Anisotropica Uniaxial

O meio absorvente (Regido 2) é considerado uma regido anisotropica uniaxial (ou cristal
inercial), cujos tensores elétricos e magnéticos séo referenciados pelo elipsoide de Fresnel. O

referido elipsoide possui dois graus de liberdade, a saber: um na direcdo do eixo optico, e 0
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outro no plano transversal a este, conforme evidenciado na figura (B.2). Neste trabalho, o eixo
Optico serd coincidente com o eixo cristalografico do cristal, sendo os tensores, portanto,

diagonalizados, vide figura B.2.

/\Z (x3)

Figura B.2: Elipsoide de Fresnel e o eixo éptico z(x3).

Seja a incidéncia sobre interface normal ao eixo y (Figura B.1). A partir da analise
realizada no capitulo 2, com base na figura B.2, os tensores elétrico e magnético sdo definidos

(no capitulo 2):

[A.] = [Ay] = diag (c,%,c)

tais que

o — . %y
C_Sy_(l_]a)_é'l)

Os campos longitudinais (E,, e H,,)sao, respectivamente:

Modo TE,(E,, Ey, Hy; ): H,, = TyHye (kxzx—kyzy) (B.9.a)
Modo TM,(H,, Hy, E,): E,, = T,E,e i (kxzx—kyzy) (B.9.b)
em que
Hz, Ez
T, = _Z; T, = ZZ=

5
ﬁm



146

Neste trabalho, é de interesse que se tenha 0 meio anisotrépico perfeitamente casado
ao meio dielétrico. Portanto, para se obterem os campos, seja 0s do modo TM,, seja 0s do
modo TE,, é imprescindivel o emprego dos conceitos basicos da adaptacdo entre ambas as
regides. A equacdo de dispersdo de ambos os modos, incidéncia a interface normal a y, é dada

pela equacdo (2.18) do capitulo 2:

k 2
k3 =kZ, + (LZ) (B.10)
Sy

Para que a onda transmitida exista, a condicdo de Descartes-Snell deve ser satisfeita na
interface (y=0):

Para que haja total transmissdo a regido anisotropica, € necessario que:

A fim de que a equacdo (B.12) seja satisfeita, pelas equacdes (B.10) e (B.11), é necessario

também que:
ky
S,
ou seja,
kyz = Sykyl (B 13)

Assim, o vetor de onda no meio 2 sera:
ky, = kle_f + (Sykyl)j}

Nesta situacdo, a transmissao € total, ou seja, ndo ha reflexdo (I' = 0; T = 1).
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B.2  Analise Matematica dos Modos
a) ModoTE, (Polarizacao Paralela)

A andlise da propagacdo no modo TE, através do meio 2 é feita a partir da equacéo de

Ampeére:
VX Hy, = jwe AyE, (B.14)
em que
V= —jk; = —j[ke1® + (S, ky1)7]
e

H,,(x,y) = TpHye /Tt +(Syky1)y] (B.15)

Note-se que a equacéo (B.15) corresponde ao comportamento esperado dos campos na regido

dissipativa na direcdo y. Ora, se

o
5 -(1-122)
Y ]wel
ky, = —k,seng,
e
kyq
— =7 =—7
we, 15eng@ y1
entdo,

frrere{ (-0 ]

. ayk
_][kx1x+<ky1_] Yy l)y]

wEq

H,,(x,y) = TpHype

H,,(x,y) = ThHpe
Hy, (x; Y) = ThHoe_j[k’ﬂx"'(kyl_jay(_Zyﬂ)y]

HZZ (x’ y) — ThHOe _j[kx1x+ky13’] e _j[_j(_Zyl)Jy]y
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0 que da:

Hy(x,y) = TpoHoe™ jllexix+ky1y] o (Zy10y)y y<0

Desenvolvendo-se a equacao de Ampere, equacgdo (B.14), se obtém:

—J [Ay]_l[zz X Ffzz] = jwe; (Exzf + Ey237)

em que
[4,]7! = diag (Si'sy’51>
y y
e
& =&
ou seja:

—j [Ay]_l{[kxlf + (Sykyl)j}] X Z}sz(x; y) = jwe; (Ex29_5> + Eyzj’))

resolvendo-se o produto vetorial:

[Ay]_l[ ky1y — (S kyl)x]sz(x y) = 0)52(5 2X +E 237)

Explicitando-se em forma matricial:

50 %) s

Exz
ko Sy | kxl HZZ(x’ y) = wé;y EyZ
0 0
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multiplicando as matrizes do lado esquerdo da igualdade:

_kyl Ey,
Sykxl HZZ(x) }’) = wéy Ey2
0 0

o0 que fica, retornando-se & notacao anterior:

[_kylf + Sykx137]Hz2 (x,y) = wfz(Exzf + Eyzf’)

Com isto, as componentes do campo elétrico sdo obtidas:

k. (B.16.q)
o = (- 2 a9

2

k B.16.b
Ey2 = Sy 2 Hy(x,y) ( )
Wwe,

A partir da figura B.1, € possivel inferir que k,; = k;cosq, € k,; = —k;seng,. Com isto, as

equacOes (B.16) se reescrevem:

_ kyseng,

EXZ - HZZ (xl 3’)

E,,=8S,—H ,
y2 y WE zz(x y)

kicospq

Substituindo Z,; =

wey yl wEey

Ey, = Zylez(x' y)
EyZ = (Snyl)sz(x’ y)

Em resumo, o modo TE, (polarizacdo paralela) é caracterizado pelos campos:

Hyy(x,y) = TyHoe 1Svky1yle=ikuax (B.16.a)

Ex, = ZlehHoe‘j[Sykyly]e‘kalx (B.16.b)
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Eys = (S)Z,1)Th Hye /ISvkyiylg=ileaix (B.16.¢)

Em que
k1 = kqicosp,
ky, = —kyseng,

_ kycosp,

x1
WE;

k,seng,
Zyl -
we,

Com isto, observa-se que 0s campos no meio absorvente sdo perfeitamente adaptados

aqueles do meio dielétrico (equacdes (B.8)), o que implica transmisséo total, sem reflex&o.

Comprova-se, a partir das equacdes (B.16), que, na superficie (y=0), os campos de ambas a

regides estdo casados:
H,,(x,y = 0) = Hye Jhx*
Ex(x,y=0) = ZylHoe_jkxlx
Eyy = (SyZy1)Hoe TFx1¥

A componente E,, = (S,Zy;)Hoe /%1 estd em funcéo de S, o qual é:

o Oy _ita(Z2
Sy:<1—j—y)= ’1+—ye ito(G2)
WEq wE;

Ora, se o,,(y = 0) = 0, entdo S,, = 1, 0 que implica:

Eyz(x.y = O) = (Snyl)Hoe_jkxﬂC
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No capitulo 2 deste trabalho, é feito o estudo minucioso da penetracdo da onda plana no meio

absorvente.

b) Modo TM,

Aplicando-se o teorema da dualidade, apresentado no Apéndice 1 deste trabalho as

componentes dos campos do modo TE,, obtém-se as do modo TM,,:

E,»(x,y) = T,EgeISykyivlg=ikax (B.17.a)
Hyy = Yy T,Eqe /1Syky1ylg=jlax (B.17.b)
Hy, = (Snyl)TeHoe_j[sykyly]e_jkxlx (B.17.¢)

em que

ky; = kyseng,

ky, = kicos@q

sengq
Yy, = Yisengp, = 7
1
cosQq
Yy, =Yicosp, = 7
1
Zl = E
&

Na fronteira, y = 0, logo o,(y =0) =0e S, = 1. Pelo desenvolvimento anterior,
nota-se que a transmisséo é total, sem reflex&o, o que mostra o casamento dos campos entre as

duas regides.
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APENDICE C- O Método dos Elementos Finitos

A andlise de estruturas condutoras de energia eletromagnética € realizada a partir da

resolucdo das equacOes de Maxwell, calculada em funcdo da geometria do problema. Nem
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sempre a estrutura estudada se adéqua a algum dos onze sistemas de coordenadas ortogonais
pela méo direita existentes, o que impede a obtencdo de uma solucdo analitica [19,20].
Diversos métodos de calculo numéricos tém sido empregados como ferramentas para o estudo
da propagacao em tais estruturas, destacando-se o Método dos Elementos Finitos, por sua

facilidade de aplicacdo e por sua adaptabilidade a diferentes fronteiras [11,21].

A aplicacdo do Método dos Elementos Finitos a solucdo de problemas de contorno
envolve a subdivisdo do dominio objeto da analise em subdominios menores, geralmente
triangulares ou quadrangulares (os ditos elementos finitos). Envolve também a aproximacao
da funcdo continua que se deseja calcular por meio de funcdes de Lagrange associadas aos
nos de interpolacdo (vértices) dos elementos. Estes dois pontos sdo fontes potenciais de erro.
Porém, o processo de obtencdo da malha de elementos finitos deve ser automatizado, o que
permite a obtencdo de uma malha densa o suficiente para que o resultado obtido pelo método

dos elementos finitos convirja a solucdo desejada.

Porém, antes desses dois passos, € necessario transferir o sistema de equacdes
diferenciais a um sistema integral. Caso o fenbmeno estudado seja regido por um principio
variacional (isto €, se os graus das derivadas forem pares), é possivel a transferéncia para
sistema integral pelo emprego do método variacional. Caso ndo o seja, ha que se empregar o

método dos pesos residuais (Método de Galerkin) [24] para este fim.

O Método dos Elementos Finitos (MEF) resume a solugdo de problemas de valores de
contorno a resolucdo de problemas matriciais.A aplicacdo do MEF estd condicionada a
discretizacdo do dominio a ser analisado em uma malha de elementos, obtida
automaticamente (vide Figura C.1), e a aproximacao da funcéo procurada a um somatorio de
funcOes de interpolacdo polinomiais (Funcgdes de Lagrange), as quais serdo nulas em qualquer

ponto, exceto aquele a que se referem (vide Figura C.2).
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Figura C.1: Malha de 108 elementos finitos.

w
W

1,8 1

bt |

(P

Figura C.2: Formagdo da uncao interpolada em um espaco unidimensional pelo método dos elementos finitos.

C.1  Célculo das FuncGes de Interpolacdo — Elementos Triangulares

O célculo das func@es de interpolacdo pode ser efetuado pelas técnicas da matriz nodal
e da homotetia, indicados respectivamente para as funcdes de interpolacdo lineares® e para

aquelas de grau 2 ou superior.

1 Z ; . ~ . / . . , P .
E possivel aplicar o MEF com fungdes de grau superior pela técnica da matriz nodal, porém é muito

mais simples o emprego a técnica da homotetia nestes casos.
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Nesta técnica, as funcdes de Lagrange se escolhem a partir das funcbes linearmente

independentes que formam o tridangulo de Pascal, isto é:

A selecdo de funcbes para montar o polindmio de interpolagéo exige que se satisfagcam

duas condigdes, a saber: a) Que a funcdo e suas derivadas primeiras convirjam a um valor

constante se a area do elemento tender a zero (0 que exige a presenca de 1, X e y no polindmio

de interpolagdo), e b) Que a escolha de funcdes seja simétrica (por exemplo, se x?y for

escolhida, xy? também devera ser).

O numero de nds de interpolacéo seré dado pela funcéo:

_ n+1n+2)

d 2

Em que n é o grau das funcdes de interpolacdo utilizadas.

Seja o elemento triangular da Figura C.3
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(X3,Y,)
(2., )

(x.y )

A4

Figura C.3:Elemento triangular.

No caso de interpolacdo linear, ter-se-4 como polindbmio de interpolacéo:

P(x,y) = a; + a,x + azy (c.1)

Ou em linguagem matricial:

a,
Px,y)=[1 x Y] [azl
as

Em que a;,j = 1,2,3 sdo os parametros gerais da interpolagdo. De posse das coordenadas dos
vértices do elemento, estes pardmetros sdo utilizados, juntamente com 0s parametros nodais

(q;), para calcular as fungGes de Lagrange em cada veértice do elemento:

vértice — 1 [q1 1 x3 ya
vértice —2 |2 =11 x, Yy ||
vértice — 3193 1 x3 ysllas
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1 x »n
1 x y,
1 x3 y;3

Onde B, = é a matriz nodal.

Estas funcdes de Lagrange (L, (x,y), L, (x,¥), L3(x,¥)) relacionardo a funcio de interpolagio

aos parametros nodais:

P(x,y) = q1L1(x,¥) + q2L,(x,y) + q3L3(x, y) (C.2)

Os parametros nodais q;,j = 1,2,3 equivalem ao valor da fungdo de interpolagdo nos
vértices do elemento. Os parametros gerais a;, j = 1,2,3 néo possuem significado fisico, e séo

obtidos através da inversao da matriz nodal:

la] = [P.]7"[4] (C.3)

Substituindo na equagéo C.1:

1 x »n] '
Plx,y)=1[1 x y]||1 x2 V2 az
1 x3 y3
Fazendo uso da propriedade associativa de matrizes:

1 x »n - q1
Plx,y)=([1 x J’][l X2 }’z] [QZ]

1 x3 y;

Pela equacéo C.2:

q1 1 % »nm] \ [
[L1 L L3][Q2]= 1 x V] [1 X2 )’2] [QZ]

qs 1 x3 y3

Multiplicando ambos os lados por [qi] e calculando a matriz inversa de [B,], obtém-se uma

expressao para as funcOes de Lagrange L;,j = 1,2,3.
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1 x ¥
[Ly Ly L3]=([1 x y]|1 x; y,
1 x3 3

(eays —xy,)  (eayy —2y3) Gy, = 29|
Ly Lz Ls]=[1 x ] 25 (v, - ) (vs =) (v, —v,) (€.4)
—(x2 — x3) —(x3 —x1) —(x1 — x2)

Onde S =1/2[x,(y, — y3) + x2(y3 — y1) + x3(y1 —y,) € a area do elemento triangular.
Obtém-se as fungdes de Lagrange a partir da equacdo (C.4):

1
L, = ﬁ [(X2y3 - x3y2) + x(yz - y3) — }’(xz _ X3)]
1
L, = 55 [(X3y1 - x1y3) + x(y3 — yl) —y(xg — xl)] (C.5)

1
Ly = [Cey, — x23,) + x(y, —v,) = y(e1 — x3)]

ou, generalizando,

1
L. T — . . .
i =53¢ [a; + xb; + yc;]

Com
a; = (Xyx — xky;)
bi = (¥ — y«)
¢ = —(xj —xi)

E sendo i,j e k ciclicos, assumindo valores entre 1 e 3 (sei =1entdoj =2e k =3, e assim por

diante).

- No Elemento de Referéncia:

Seja o elemento de referéncia um elemento genérico, de catetos de dimensdes unitarias, ao qual

qualquer elemento da malha possa ser referenciado, conforme figura C.4.
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Elemento Real Elemento de Referéncia

Figura C.4: Elemento real versus elemento de referéncia.

O artificio matematico que o relaciona aos elementos reais ¢ denominado “Transformada

Geométrica”

x(&,m) = x1L,(§,m) + x,L,(E,m) + x3L3(E, 1)
y(&n) =y1L1(§,n) + y,L2(&,n) + y3L3(&,m)

Funcdes de forma no elemento de referéncia:

L,=¢
Ly=n

Como é possivel observar, se a analise do problema se der no elemento de referéncia, ndo ha a
necessidade de se calcularem as fungdes de forma para todos os elementos reais, bastando que

sejam desenvolvidas uma unica vez.

Nesta abordagem, o polinémio de base sera:

a,
Pén)=a+a,é+an=[1 & 7] [azl
as

Os paré@metros nodais e de interpolacéo se relacionam por:
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q1 1 0 0719
42l=11 1 O0}f|a
qs 1 0 1lias

Portanto, a matriz nodal [Py] sera:

E sua inversa [P,]™:

1 00
[B]t=[-1 1 o0
1 0 1

O cdmputo das fungdes de area € entdo tremendamente simplificado:
1 0 0]1[%
[Ly Ly Lz]=[1 & nl|-1 1 0|9
1 0 11193

C.1.2 Célculo das Funcoes de Lagrange pelo Sistema de Coordenadas Baricéntricas

E possivel determinar a posicdo de qualquer ponto interno a um tridngulo em funcéo da
area dos triangulos formados pelo ponto em questdo e dois dos vértices do triangulo em que

estes se encontram, conforme figura C.5:
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Y

Figura C.5: Sistema de coordenadas baricéntricas.

onde ¥;; = (x; — x;)x + (y; —¥;)y . A area de cada tridngulo relativo ao ponto P(x,y) sera

dada pelo produto vetorial:

[(x2y3 — x3¥2) + (V2 — ¥3)x + (x5 — x2)Y]

N =

1 - - -
Si(x,y) = E(”32 X Upy).Z =

1
= > (ay + bix + c1y)

[(x3y1 — x1y3) + (3 — y1)x + (x4 — x3)y]

N| =

1 - - -
S,(x,y) = E(V13 X Up3).Z =

1
= E (az + bzx + Czy)

[(1y2 — x2y1) + (V1 — y2)x + (2 — x1)y]

N =

1 - - -
S3(x,y) = E(Vu X Upy).Z =

1
= 5 (az + bsx + c3y)
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Definamos cada coordenada baricéntrica de um ponto interno ao triangulo como:

Si (X,
Lyey) = 2o

Esta definicdo de coordenadas atende aos requisitos das Fungbes de Lagrange (uma
funcdo de forma é unitaria no vértice relativo a esta e nula nos demais). Com isto, é possivel

determinar as fungdes de base em quaisquer pontos internos ao elemento:

Logo:
ey = 28D - a4 byx +ary)
LaGey) = 28V = (0, + by + )
Ly(x,y) = @ = % (az + bsx + c3y)

- Técnicada Homotetia  (Exemplificada em elementos unidimensionais)

Ao se aplicar o MEF com interpolacdo ndo linear (interpolacdo de grau n > 2), o
computo das funcdes polinomiais relativas a cada né é tremendamente simplificado ao

expressa-las a partir das func@es lineares. Esta € a técnica da homotetia.

A técnica da homotetia usa como ponto de partida a nulidade de cada funcéo de base
nos nés nao relacionados a esta, e generaliza este conceito, vide figura C.6. As funcdes de
interpolagdo de grau superior sdo calculadas por meio da atribuicdo de pesos aos nos dos
elementos, e do estabelecimento de nds intermediarios entre estes. Deste modo, aos nos que
representam os Vvértices dos elementos se atribuira peso equivalente ao grau maximo das
funcbes de base utilizadas (n), e serdo inseridos, entre cada dois vértices, n —1 nds
intermediarios. A estes nds intermediarios se atribuira peso condizente com a sua proximidade

de cada vértice.
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L, n
Cubica (03]
Quadratica (0,2)
(0,1)
Linear

(Lo} (200 (3.0) L,

Figura C.5: No6s intermedidrios e pesos atribuidos a estes, em interpolagdes clbica e quadratica.

Os pares ordenados pertinentes ao sistema de pesos ((1,0), (0,1), (2,1), etc.) servirdo
para relacionar as funcdes de base ndo lineares aquelas lineares. Define-se a funcdo de

interpolacdo néo linear (n = 2) por:

N; = (nL,)P (nL;)?
Em que
p = xO) (Ly)
q= x(j)(Lz)
(ni,y™ = 1 (nL)

T m! (nLj - m)!
E, na interpolacéo Linear:
xM = (1,0)

x@ = (0,1)
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. Quadrética:
xM = (2,0)
x@ = (0,2)
x®) = (1,1)
. Cubica:
xM = (3,0)
x®? = (0,3)
x® = (2,1)
x® = (1,2)

Por exemplo, tomemos um elemento linear (unidimensional) com interpolacdo quadratica

(n = 3). Havera somente um né intermediario neste caso. No nd 1, a funcdo de interpolagéo

se dara por:

N; = (3L1)2(3L2)0

1 (nLy)
m! (nLj-m)!”’

Substituindo (nL;)™ =

1 @L)! 1 (2Ly)!
17 212L, — 2)! 0! (2L, — 0)!

1 @LYERL ~ DLy — 2)!
170 (2L, — 2)!

My =5 (2L) (2L ~ 1)
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Mas, conforme o capitulo 3, no elemento de referéncia, as funcdes de base lineares L; para

elementos unidimensionais sao:

L) =010-9%)
L,(§) =¢

Portanto,

1
Ny =2 (2-28)(1 - 28)

Semelhantemente, no no 2, a funcéo de interpolagdo se daré por:

N, = (2L1)0(2L2)2

) ) _ i (TLLj)! .
Substituindo (nL;)™ = — (nLj-m)”

v ! (2L)! 1  (2Ly)!
27 01(2L, — 0)! 21 (2L, — 2)!

v (2L,)(2L, — 1) (2L, — 2)!
272 (2L, — 2)!

1
N, = E(ZLz)(ZLz -1)

Substituindo L, (§) = (1 — &) e L,(§) =¢

1
N, =5 (262§ - 1
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No né intermediario 3
N6 3:

N, = (2L1)2(2L2)1

1 (L
m! (nLj-m)!"’

Substituindo (nL;)™ =

1 (@@Lt 1 (2Ly)!
27 112L, - D! 11 (2L, — 1)!

_1(2L)(2L — D1 (2L,)(2L, — 1!
271 QL -D! 1 (2L, - D!

NZ = 4L1L2

Substituindo Ly (¢) = (1 — &) e L, (&) = &:

N, = 45(1 =)

Agora, tomemos um elemento linear com interpolacdo cubica (n = 3). O ndmero de nos

intermediéarios é 2. No n6 1, a funcdo de interpolacao sera:

N; = (3L1)3(3L2)0

1 (nz)r
m! (nLj-m)!’

Substituindo (nL;)™ =
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1 (BL)! 1 (BLy!
17 31(3L, — 3)! 0! (3L, — 0)!

1 (3L)(BLy — D(BLy — 2)(3Ly — 3)!
173 (3L, — 3)!

M = £ BL(GL; ~ D(3L ~2)

Mas, conforme o capitulo 3, no elemento de referéncia, as funces de base lineares L; para

elementos unidimensionais Sao:
L()=>0-%
Lz(f) =<

Portanto,

1
N, =5 (1= (1 =32 -39

Semelhantemente, no n6 2, a funcéo de interpolacao se dara por:

N, = (3L1)0(3L2)3

Substituindo (nL;)™ = 1 ()

m! (nLj-m)!”’

1 (3BL)! 1 (3Ly)!
27 01(3L, — 0)! 31 (3L, — 3)!

1 (3L)(3L, — 1)(BLy — 2)(3L, — 3)!
2731 (3L, — 3)!




1
N, = 8(3142)(3[42 - 1)(3L2 —-2)

Substituindo L, (§) = (1 — &) e L,(§) =¢

Portanto,

1
Ny =536~ 1DBE-2)
Nos nds intermediarios 3 e 4:
No 3:

N, = (3L1)2(3L2)1

Substituindo (nL;)™ = 1 (nL)

m! (nLj—m)!”

1 (BL)! 1 (BLy)!
27 21(3L, — 2)! 11 (3L, — 1)!

_ 1(BLYEBL = DBL; = 2)! BLy)(BL, — 1)!

) (3L, — 2)! (3L, — 1!

Ny = 5 (3L)(3Ly ~ D(3L)

Substituindo L, (§) = (1 — &) e L,(&§) = ¢:

1
N, = 2 (3 =392 - 303

168



NO 4:

N, = (3L1)1(3L2)2

1 (ny)
m! (nLj-m)!’

Substituindo (nL;)™ =

1 (3L)! 1 (3Ly)!
2711 (3L, — 1! 21 (3L, — 2)!

_1(L)BL = DIBL)(BL, = (3L, = 2)!

272 (3L —1)! (3L, — 2)!

1
N, = E (3L1)(3L; — 1)(3Ly)

Substituindo Ly (¢) = (1 — &) e L, (&) = &:

1
N, =2 (3-39)(3¢ - 1) 3%

169
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APENDICE D - Condicdes de Meios Perfeitamente Casados (PML)

Neste Apéndice,seré analisado o comportamento dos campos nas fronteiras entre dois
meios PML, eentre PML e dielétrico, com o objetivo de se estabelecer as condicBes de
reflexdo nula, qualquer que seja a incidéncia, independente do angulo de incidéncia e da

frequéncia de operacdo[12].A analise sera feita pelo modoTE,,em regides PML.

Considere o sistema de coordenadas cartesiano, e a onda plana que se propaga no
plano (x,y), vide figura 1. O campo eletromagnético, do modo TE,possui trés componentes:
E..Ey e H,.

De acordo com Berenger [12], s@o consideradas duas correntes de conducdo: uma

referente a condutividade elétrica (o) e a outra, a magnética (c*)

Y

-

=
=]

m|

x|

Fig. D.1: Componentes do campo elétrico, modo TE,, da onda plana com campo magnético ( H, ),

propagando-se no plano (x,y).

As equac0es rotacionais de Maxwell:
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VxE a§+_,
-V X o p—

As equacoes de Maxwell sdo reduzidas em componentes transversais e longitudinais.

Parte-se da onda plana generalizada, os campos sdo constituidos pelas trés componentes
(Hx, Hy, H;) € (Ex, Ey, E).

Substitui-se 0 campo magnético H= (Hx, Hy, HZ), na equacdo de Ampere:

0H,  9H,  (0H, OH,\, 0E .
y+ — Z = &N T

2
dy d0x 0x dy +ok

Separam as respectivas componentes; transversais; longitudinais:

9H, OE,
ay o1 T5¢
oH, JOE,
Tox o g toky
OH, OH, ,
Yy _ — E
ax oy oM Tk

+oE,

) .. N = 9B  —
Aplicando o mesmo raciocinio na equacao de Faraday, —V X E = > +

OF, . 0B, 0Ey, 0E.\, aﬁ+ .
ay * " ax? T\ ax "oy )T T\Mogc T

A equacdo é desmembrada, também, em 3 equacdes:

0F, _ OHy .
ay - I""O at o X
oE, oH,

— *H
ox Mo Ty
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Para 0 modo TE,, polarizagdo paralela, as componentes nao nulas sao (Ey,E, e H,) . Portanto,

a analise é formulada pelas trés equacdes:

oH,  0E,
3y EoN W-FGE"
oH,  0E,
_ i D.1
5 = S5, + 0E, (D.1)
0E, 0E,  0H,
dy ox  Mog Tl

Pela técnica de Berenger [2], o estudo é facilitado ao se decompor a componente H,

em dois termos, H,Z = (Hz, + H,)Z.

Pelo sistema (D.1), tém-se:

a(Hzxa—;ery): gonz%JrayEx (D.2.1)
_W: gonz%JraxEy (D.2.2)
_ aaiy - ag’;x toiH,, (D.2.3)
a;;x = o agtzy +oyH,, (D.2.4)

Em que ( H, , H,, ) sdo as componentes do campo magnetico ( H,) relacionadas,

respectivamente, as componentes ( E, , E,, ).

Os termos: (oy,0y) € (0y, 05) sdo as condutividades elétricas e magnéticas nas direcbes X € .

- Observacéo:

As condutividades elétrica e magnética,c e ¢* dos meios PML caracterizam a

propagacao das ondas planas nos diferentes meios. Veja o sistema de equacgoes ( D.2).

Sejam as regides seguintes:



173

Item-a) (oy =0;,=0"), (040 )

Com essa condicdo em que as condutividades magnéticas em (X e y) sdo iguais, as
equacoes (D.2.2) e (D.2.3) se simplificam, 0 meio passa a ser regido por trés equacdes em

(04, 0y,07), envolvendo, somente,as componentes ( Ey, E,, H,), seja:

oH, oE,
3y = gon? Fr + 0y E,
oH, dE,

—_ I = 801’]2 W + O'xEy

0E, OE, 0H,
——. = Ho
dy  Ox Jat

Este sistema € 0 que governa os meios absorventes generalizados. Qualquer outro
meio recai nos casos dos Itens -b) a -d), e € um caso particular do meio absorvente referido no
Item-a).

Item-b) (o, =0, =0) , (0x =0, =0)

Essa condicdo correspondente aos meios dielétricos, as equacdes (D.2.3) e (D.2.4) séo

expressas:
0H, 0,
oy o1 ¢
oH, L OE,
Tox T G

E, OE,  O(Hgu + Hy)
ay  ox M7 ot

Item-¢) (ox =0y, =0),(0xy =0, =0)

Esta é a condicdo referente aos meios condutores imperfeitos. O conjunto de equacdes
(D.2) se resume em:
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oH, OE,
dy e’ 5+ oy

0H, oE,
_W = 807]2 W + O'xEy
0E, OE,  9(Hy + Hy)
ay  ox T 4t

Item-d) (ox =0, =0) € (ox =0y, =0")

Essa é a condicdo de interesse deste trabalho, refere-se as equacBes dos meios

absorventes (isotropico).

O sistema de equacgdes e as condicGes de casamento de impedancia nas fronteiras,
(equacdo (1.18)), sdo a base da técnica PML, apresentada por Berenger [2]

O(H,, + Hyy) OE
Zxay - o’ atx oBx
a(Hzx Hzx) 2 aEy

OE, 0E,  3(Hy +Hy)

W_ x = Wo ot +O-*(Hzx+Hzx)

Ao satisfazer, na fronteira, a condi¢cdo de casamento de impedancia, a reflexdo da onda
é nula. Como sera confirmado; independente do angulo de incidéncia e da fregiiéncia de
operacdo. Que justifica o nome PML (Perfectly Matched Layer) aos meios até entdo

conhecidos por Absorventes.

- Lei de Descartes-Snell pelo método de Berenger[2]:

Neste item, sera feita a analise rigorosa da incidéncia obliqua de ondas planas em fronteiras

entre diferentes regides.
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Serdo calculados os parédmetros fundamentais da propagagdo da onda plana em qualquer
meio; dielétrico e PML, a lei de Descartes-Snell estabelecida, as condi¢des de casamento da
incidéncia determinadas e comprova-se que a nulidade do coeficiente de reflexdo independe

do angulo de incidéncia e da frequéncia de operacéo.

- Interface entre PML e Dielétrico:

Uma onda,de magnitude E,, se propaga no meio PML. Incide obliqguamente na fronteira com

angulo ¢ ao eixo vertical (X), veja Figura 1.
Sejam H,y, € H,yo as respectivas magnitudes das componentes do campo magnético

H,Z = (H, + H,))Z , relativasa (ExDH,y,) e (Ey>H,y).

y T

4

Figura D.4: Onda obliqua na fronteira.

A componente do campo magnético, em z=0, referente a onda plana TE,,que se propaga no
meio PML é:

g= H,oe j(wt-k.7)

Em que: k=ki+k,9 e 7=x2+yy
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Entéo:
17 — Hzoej(a)t—kxx—kyy)ZA

H = (Hyzo + Hyyo)e! @)

Pela técnica de Berenger [2], 0 campo magnético H, é decomposto em duas componentes

H,, = Hszej(wt_kxx_kyy)

Hyy = Hyyoel @kex=ky)
O campo elétrico € definido:
EF= Eoej(wt—ﬁf)
As duas componentes elétricas, vide figura D.4, séo:
E = (—Eysen¢® + Eycosgy)el @t—kxx=kyy)
Seja:

E, = (—Eyseng)e/ (@t=kxx=kyy)
E, = (Egcospy)e @t-kxx—kyy)

E,=0

Sejam as componentes dos campos no meio PML.:

E, = (—Eyseng)e’ (@t-kxx=kyy) (D.3.1)
E, = (Egcosg)el(@t-kxx—lyy) (D.3.2)
H,y = Hyyoe! (@t kxx—kyy) (D.3.3)
H,, = H,yoe! (@tkax—lkyy) (D.3.4)
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Em que w é a pulsacdo de onda, t é o tempo.

. - k L k
O namero de ondaem ( X)) azf e em(y) eﬁzzy.

As equacoes (D.3) sdo expressas pelos respectivos nimeros de onda:

E, = (—E,seng)e/®-ax=5y)
E, = (Eocos¢)el@t=ax=Fy)

H,x = H,xo glot-ax=py)

Hyy = H,ygei@t-ax=5y)

Os valores de a e 8 sdo complexos.

Levando em conta que E, é um dado conhecido da analise, as incdgnitas do sistema (D.3) séo

quatro, a saber: a, 5, Hyxo € Hyy0.

As quatro incognitas séo relacionadas pelos sistemas de equac@es (D.2) e (D.3).
¢ é o angulo referenciado ao eixo x:

Por (D.2)

0(Hyx + Hzy) 0E,
y Jt

Em notagédo fasorial:
—jwB(Hzxo + szo)ejw(t—ax—ﬁy) = (ngonz + Uy) ((—Eosend))ejw(t_“X—ﬁJ’))

Dividindo-se ambos os lados por jwe/®¢-ax=5):

: 2
JWEYN (o)
B (Hyxo + szO) = < —jw + _].};)

) (—Eysenq)
Com um simples algebrismo

B(Hzxo + szO) = (—807’]2 +]%) (_Eosen¢)

Seja:
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B(Heo + Hayo) = (207? = ) =2) (Byseng)
Por (D.2.2):

J0H, aEy
e = EOTIZ W + O'xEy

No dominio fasorial:
—(—jwa) (Hyxo + Hyyo)el =B = (jwegn? + a,) (Egcosd)el®E=ax=FY)
Dividindo ambos os lados por jwe/®¢-ax=£¥)

; 2
JwEN
a(Hsz + szO) = ( ](Z

+ 2\ (g
7 | (Bocos®)
Portanto:
2 . Ux
a(Hyyo + Hyzyo) = (3077 =] Z) (Eqcose)

Uma segunda equacao € encontrada, partindo-se (D.2.3):

OE J0H
- axy = IJ‘O a:x + O-.;HZX

com 0 mesmo raciocinio anterior, tem-se a expressao fasorial,

—(—jwa)(Eqcosd)e/®E==BY) = (jou, + a) Hyyoe!PE=0¥=FY)

Simplificando-a:

jwaEqcos$p = (jwho + 0x)Hzxg

&

g.'-t’
aEycosgp = (p,c, +j_-:r.=) H_.,

Deduz-se a expressao referente a «;

*

. O-X
aEycosp = (Ho _];) Hzxo
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Por (D.2.4), obtém-se a expressdo referente a

9E,  OH,
oy Mot

Y+ G;sz
Sob forma fasorial:
_]wﬂ(_Eosen¢)e]w(t—ax_ﬁy) — (]wl'lo + O-y*)HZyOejw(t—ax—ﬁy)

Com as devidas simplificacdes;

JjwBEyseng = (jwug + 0y)H,yg

Ou

Seja a expressao do parametro

Oy
BEyseng = | uo —j— H,y

w

Portanto, as equacgdes, que governam o modo TE,, nos meios PML s&o

B(Howo + Hayo) = (01 = j2) (Eyseng) (D.4.1)
a(Hyxo + Hzyo) = (50772 _]'%) (Egcose) (D.4.2)
aEycos¢p = (Ho —j%) H,o (D.4.3)
BEoseng = <I10 —j%;> Hzyo (D.4.4)

O conjunto (D.4) permite que se relacionem as incognitas 8 e a:

Por (D.4.3):
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o= aEycosg
zx0 = (—Jx (D.5.1)
Ho —J Z)
Analogamente, a partir de (D.4.4):
o BEyseng
zy0 — (uo —ja—;) (D.S.Z)
w

Obtém-se a razdo entre ( f e « ) pela relacdo entre as equacdes (D.4.1) e (D.4.2:

B B (50772 _j%)

L (D.5.2.1)
a 2 _ %
(3077 J w)
- Célculo da equacéo referente ao parametrof
O valor de 8 é encontrado, ao substituir as equagdes (D.5.1) e (D.5.2) em (D.4.1) :
acos sen E o
qb* + 4 ¢ =2 = gyn? (1 —j—= 2) Ey,seng
1—j—=% 1-j22/Ho WEQT)
WHo WHo
Simplificando E,em ambos os lados, tem-se o parametro S
acosgp Bseng 5 ( . Oy )
* * = 1 - . .
. _j&+ o Ho&o?] J e send (D.5.3)
WHo

WHo

- Célculo da equacdo referente ao parametroa

Similarmente, a expresséo de « é deduzida ao substituir (D.5.1) e (D.5.2) em (D.4.2):

acos sen E o
(f* + 2 f 2 2(1 —j—
9 2 WeYN

WHo WHo

) Eycos¢

1—j
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Com o mesmo procedimento anterior. Tem-se a expresséo do parametro «

acosg Bseng . Oy
— + — | = Ype 172 (1 - )COSd) D.5.4
1_] Ox 1_] "y 00 ](I)Eonz ( )
WHo WHo

- Confirmacdo da relacdo entrefS e

A relacdo entre 8 e a, equacdo (D.5.2.1),é confirmada ao se dividir (D.5.3) por (D.5.4):

B (1 —jw:Oynz) seng b
P o

- Calculo do valor dea

O valor de a é encontrado levando a expresséo (D.6) em (D.5.4):

. (oX
acosg (1_1w£:nz)59”¢ seng 5 Oy
PRI | Cy oy (= Hotol (1_]wson2>cos¢
—ige s |(1-g2) cosp|1-j 2

Pondo em evidéncia — :
cosgp

. O
a? | cos?¢p sen?¢ (1 —J wsoynz) X oy
—+ p . = Uo&N (1 —j 2) cosop
cos¢ 1—j 1-j-2 (1_]- x) WEYN

Ox
2
WHo wWHo WeQT

Assim com, o denominador do termo entre colchetes

., Oy . Oy
o? 1—j 1—j
~ cos?¢ —( w?*nZ) + sen?¢ —( inﬁZ)
. X _; 9x __ %y
COS¢ (1 J wsonz) 1 J wWHo 1 J WHo
o
= Ho&on’ (1 —J ws:nz) cos¢

Tem-se :



I 1-j—=

a’ cosz¢w+sen qb(—wio*nz) = Uo&en? (1_jw
_ i % 9
WHo 1 ](Ullo

A equacdo referente ao valor de a:

Ho€oM (1 _jwax 2) cos¢

EoT

o‘
oo s

\/COSZ(p(l jwsoxn )+S€n2¢< jw:oyﬂ)

Numa notacdo menos carregada, definem-se:

Wy =
1= ]wuo
_ i
_ (1 ]wson )
(1)3,——1 s
]wllo

G = \/(a)x cos? ¢ + a)ysenzq,'))

A velocidade da luz no meio:

Aliviando a notacdo da expressao dea:

(1 j PRy )cosdb
vG

a =

182

(D.6.1)

(D.7)
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- Célculo do valor deg:

O valor do pardmetro S é encontrado, com o mesmo raciocinio, ao substituir a equacao (D.6)

na equacdo (D.5.3):
. Oy
(1 —J waonz) COS¢ COS¢ + ﬁsen({b N en?(1—7i Oy send)
B ﬁ(l—' gy )senqﬁ(l—'a’*{) 1__0; = HooT] ]wgonz
J wegn? J WHo J [AYTR
s A - B
Pondo em evidéncia ;
seng
s Ox o Oy
B cos?¢ —(1 ! ngnZ) + sen2¢—(1 ! ngnZ)
_ 9y . Ox Loy
senqb (1 J w£on2) 1 J WHo 1 J WHo
2 .9y
= Wo&oM (1 —]J wewz) seng
Com simples algebrismo:
1—j—= 1—j—2 o 2
f?1 cos?¢ M+ senng(—wj’*nz) = Uo&on? (1 —j—Z 2) sen?¢
1—j—= 1—j—% WEN
wWHo wWHo
A equacdo referente ao valor de S
. (X
5 NITREN| (1 —J ws:nz) seng
1—j—2% 1-j—2
\/cosqu (“’—i‘fz) + Sen2¢(“’—f,‘ly"2)
one Sy
Aliviando a notacdo da expressao def:
— i
(1 J wsonz) sene (D.8)

B =

vG
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- Calculo das componentesH . € H,yo

As componentes H,,, & H,,,, sdo determinadas pelas equagoes (D.4.3) e (D.4.4):
- Célculo de H,,.¢:

Pela equacéo (D.4.3):

*

. O-x
aEycosp = (Ho —]E) H,xo

Substitui-se a, equacdo (D.7):

Facosp (1 =T i) cos9
a (Ho _ja_;) vG

Sabendo-se que

Entdo

cos¢p

Hyxo = Eocosg wy LovG

Levando em conta;

1 1  Ho& ’S_on
v . & B
Ho I.l()n B Ho

Tem-se a componente H,,:
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o 2
EO\/;nwxcos 0] (D.9)
G

H,xo =

- Calculo deH,y:

Com o mesmo raciocinio anterior, H,,,, € calculado pela equacéo (D.4.4):

T
JG'EDSE'ﬂqb = (“’D _.jl _}) Hz}'[!l

i

Por simples algebrismo

BEyseng
szO = a
(Ho -] Z)
Substitui-se B, equagdo (D.8):
_ i
Hoo = Eyseng (1 J weonz) send
zy0 — ot
(Ho —J Zy) vG
Leva-se em conta que
i
_ ( J wsonz)
Wy 3
—J wWHo
Tem-se
2
wysen-¢d
szO = Lo G
HoV

Pela expressao

Obtém-se a componente H,,,q
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o 2
Eo\/;ﬂ w, sen‘eo (D.10)
G

szO =

- Célculo do campo magnéticoH, (modoTE,):

Pela técnica de Berenger [2}, o campo magnético é constituido por duas componentes
H,Z = (Hyy + Hyy)Z :

H,(x,y, t) = Hx(x,y, t) + sz(x’y: t)

As duas componentes pertencem a mesma frente de onda

Hz = [Hzx[!- + HS}'D]e}-ml:r_ﬂ_E}-}

Pelas equacdes D.9 e D.10

£
E, |-
Ho

H, =—

(wxcos?p + wysen?¢p)el @ t=ax=FY)

Pelaequagdo D.6.1; w,cos*¢p + w,sen*¢p = G?, portanto;

£ .
H_=E, ll_f"ﬂ(;ejwtr-ﬂ:x-ﬁﬂ
0

~

A amplitude do campo magnético é definida como H,

- (D.10.1)
HO = EO _TIG
Ho
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- Célculo do campo elétrico (modoTE,- polarizacdo paralela):

O campo elétrico possui duas componentes, E, e E,,, caracterizadas pelas projecoes

sobre o0s eixos coordenados. Ou seja:

Pela Figura 1,

E, = Eycospel®t-ax=Ey), E, = Eysengel@t=ax=F)

A impedéancia da onda-plana é:

E jo(t-ax-py)
|E|  Eqe

Z= ﬁ - Hyejwt-ax—py)

Suprime-se o termo comum do numerador e denominador

A impedéancia se reduz:

1
. /&_
& NG

Denominando a impedéancia intrinseca por Z,

_ Z, 120m 11

A impedéancia Z € a razdo entre o campo elétrico e 0 campo magnético da onda plana.
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- Andlise da incidéncia de ondas-planas na fronteira (Dielétrico-PML)

*

Sob a condicdo de casamento de impedancia, ou seja, Z— = ﬁ 0S parametros w,, w,
0 0

e G sdo unitarios, qualquer gue seja a frequéncia. Seja ¥ a componente do campo elétrico ou

magnético, de intensidade v,:

. - -
}.mlir_cc:sq.’s-x_sa::qb}_} _[__E""rcﬂ:;éx'h_}_r sazé ¥
11{; = 11{;[:'& . vz v g lsgn™ v M ¥

Pela condigéo de casamento de impedancia, G = 1, e as componentes dos campos Sao

1/) _ lpoejw(t—cosﬁx—sen¢y)e—(axcos¢x+aysen¢y)golnz ([7.11.1)
Enquanto, a impedancia de onda, equacédo (D.11), se resume, em
Zy 120w
== (D.12)

Conclui-se por (D.12), que a impedancia de onda independe da frequéncia.

- Incidéncia obliquana Interface (y-z). Propagacdo em(x)

Neste item, sera efetuada a analise da propagacao em (x), do modo TE, da onda-plana
que incide obliquamente na interface (y-z), vide Figuras D.5 e D.6. Considere a onda TE, cuja

direcdo de propagacao forma um angulo ¢p com o eixo coordenado x.
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=l

\

v
f:»c\
» 5

Figura D.5: Velocidade de fase em x da incidéncia obliqua da onda-plana a interface (z-y)

Figura D.6: Velocidade de fase em y da incidéncia obliqua da onda-plana a interface (z-y)



Sob a condigéo do casamento de impedancia, as componentes dos campos Sao

. y ox X 9y ¥
wlt - }
Y = l/)oé’] ( Vfx ”fy>e Loﬂz"fx son?vry”

Condicéo do casamento de impedéancia:

As velocidades de fase sdo definidas em funcé@o do angulo de incidéncia:

a) Propagacao em (X):

v
Vrx = cos¢p
b) Propagacdo em (¥):
v
Uy = seng
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(D.13.1)

(D.13.2)

(D.13.3)

Portanto, vy, € vy, se referem, veja Figuras D.5, D.6, as componentes da velocidade de fase

da onda-plana, respectivamente, em X e em j.

Observam-se pelas equacdes (D.5) e (D.6) que os campos, localizados na frente de onda, séo

ortogonais a velocidade de fase.
O termo que rege a atenuacdo das componentes, equacdo (D.11.1), € ;

Jx X 9y y
“|egn2v +e 2y
e oN“VEx EoN“Vfy

A figura D.7 mostra a atenuacdo das componentes ao se deslocarem ao longo de x e y.
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-
-
S
L4

Figura D.7: Atenuacdo da onda (a ) em fronteira normal a x, (b) em fronteira normal a .

A impedancia de onda Z = %do meio PML é idéntica a da regido dielétrica (uo, £gn?, 0 =
0), e independente da frequéncia.
A condi¢do de casamento de impedancia é aplicada a ambos os meios; PML e Dielétrico,

assim como as equacfes D.1. A diferenca entre 0 meio usual e 0 PML é que neste, ha duas

duplas de condutividades (o, oy ) € ( 0y, 0y) que sdo incorporadas as equagoes.

- Incidéncia obliquana Interface (x-z). Propagacdo em(¥):

Considerando a componente da onda que se propaga ao longo do eixo y, conforme a

figura D.8, entdo ¢ = g ndo ha atenuacdo em X Pois, as velocidades de fase sdo,

respectivamente, vy, = o e v, = v, OU sgja, a frente de onda independe das coordenadas

(x,2).Entdo, se as condutividades elétrica e magnética na direcdo y forem, também, nulas, a

onda néo é absorvida. Condicédo prépria dos meios dielétricos.
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A 4

: *

Figura D.8: Onda incidente na fronteira normal a j.

Em resumo, se gy, = g, = 0, as componentes dos campos elétrico e magnético séo

i) i
Y =YPe Ufx Vfy)e |eon*rx

em que a atenuacdo (dada pela funcdo exponencial decrescente) € funcdo apenas de x.Se
¢ = g mesmo que g, = g, # 0, a onda ndo sofre atenuagéo, pois o plano (x, z) é o plano de

fase da onda.
- Andlise da incidéncia de ondas-planas na fronteira (PML-PML):

Esta secdo analisa a incidéncia de ondas-planas na fronteira entre duas regides PML.
Sera demonstrado que com adequados conjuntos dos parametros de condutividades; (o, oy
):( gy, gy), areflexdo da onda na fronteira € nula, independente da freqiiéncia e do angulo de
incidéncia. Assim, a onda € transmitida totalmente através da fronteira.Esta se¢do estabelece

as condicdes fundamentais da técnica PML.
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- Incidéncia obliquana Interface (y-z), normal a (X). Propagagdo em (X):

Seja a incidéncia obliqua na interface(y-z), normal a X, entre dois meios PML, veja
Figura D.9. Considere 6; e 6, os angulos que os campos elétricos E; e E, fazem,
respectivamente, com o plano da interface. O angulo de incidéncia ¢ da onda-plana foi
definido com relacdo ao eixo x. Entdo, os angulos das componentes dos campos elétricos com

a interface y em cada um dos meios, sera ¢ = @, vide Figura D.9. O angulo8 é, pois, 0 da

incidéncia, definido entre o vetor propagacéo de fase k e 0 €ix0 Z.

A interface € considerada infinita , e a onda plana

Be 1 |
5 -
[ =y
L_r
4 ,
0.=Q, dI - K.
v f \ea ¢’l 5> X

[ .4 e * *
: , (O;‘z' o;‘w 0;'2)0;'2 )

\/ K:
CAC

Figura D.9: Ondas incidente, transmitida e refletida do modo TE,
Na incidéncia de ondas planas, ha duas propriedades importantes a ser consideradas.
1) As ondas refletida e transmitida, também serdo ondas planas.

2) Em qualquer ponto da interface, a razdo entre as componentes da onda transmitida e
incidente, é constante. Isto é, a razdo entre as componentes Y, (onda transmitida) e y;(onda
incidente), em dois pontos quaisquer, A e B, da interface, vide Figura D.9, é constante.Seja a

onda transmitida:
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ja)(t _x 7y> _[sz x 9y2 y
Ve = Pore Urxt Uryt)o |eon3Vfxt eon3fyt
Os respectivos parametros, ja definidos, s@o reescritos por conveniéncia:

_ Uy )

Veye = (———) G

fxt (cosez

7 —( o2 )G
Iyt = \seno,

c
172 =
2
. Ox2
(1-i72%)
_ WEQT2
Wxz2 = . Oy
1— 2z
WHo
. Oy2
(1-122%)
Oery = WEQNZ
y2 — o
1— j 22
J WHo

G, = wazcoszﬂz + w,,sen?6,

Seja a onda incidente:

jw(t _x 73/) _[le x ="y1 y
Y; = Pgie Vrxi Ufyi)g |eoniVfxi eonivfyi

Em que
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(*-izaw)

o

WHo

(l)yl =

As respectivas componentes dos campos na interface sao:

- No ponto A(x=0,y=0):

lpt(th = O'y = O) = lpotejwt
lpi(tlx = O'y = O) = lpoiejwt

ea razao entre elas,

Beld) _ Yo (D.13.4)
Yi(4) Py T
- No ponto B(x=0,y=d):
. d _|%y2z 4
Y(t,x=0,y=d) = l/JOte]w<t Efyt>e Lon%ffyt y]
o) e
lpi(tlx = O'y = d) = lpoie Vfyi e gon1fyi
Cujarazdo €
fiwd , Fyz d | (jwd, Gy d )
¥ (B) _ Por (ff}-t 'znniff;.-ule(fﬁ-i EXH ff;.-ul (D13.5)

v, (B) o

Pela segunda propriedade, a razdo entre as componentes é constante e independe da

localizagéo na fronteira. Portanto;

Yeld) _ wor

Substitui-se o = Dor

equacdo D.13.4, naequacdo D.13.5
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[ jwd : Oy2 d jowd : 0y1_d
lifg% = ll//jtgj§ e <ﬁfyt gonﬁﬁfy)e(ﬁfyi 5077§"fyi>
i i

Pondo em evidéncia, d, distancia entre os pontos (A,B)

Y:(B) _ P (4) e_d<ﬁjc2t : so%f—zzfy)e(ﬁ]/.‘a;i : 50:%7;3,)
Yi(B)  i(A)

Assim como a freqliéncia (jw)

1

Y. (B) _ Y (4) e_j“’dKl:jw?;zn%)ﬁflyt (“1‘:3;117%)%]
vi(B) i (4)

Nos termos entre colchete, coloca-se o imaginario ( j ) no numerador, tem-se

VeB) _YelA) s (112 (s
¥i(B) ~ ¥i(4)

Para que a razdo entre as componentes dos campos transmitido e incidente ndo dependa do

ponto da interface, é necessario que

o 1 o 1
(1—j y22>—_ =<1—j y12>_—, (D.13.6)
WeMN1 ) Vryt WeépMN71 ) Vryi
em que
v c G
Tpye = ( 2 )GZ =—_2 (D.13.7)
senf, n, senf,
€

_ _( %1 )G _c G
Vyi = sen6,) ' 1, sené,

Substituindo, as equagdes D.13.7, em D13.6

1 . Oyz \1psent, 1 . Oy1 \7Mi5enb;
]wsonf cG, ]weonf cGy



197

Tem-se, enfim, a relacdo que assegura a constancia entre as componentes das ondas

transmitida e incidente na fronteira:

. Oy \7Mpsenb, . Oy1 \7MiSenb,
1—j—2 =(1- D.14
( ]wson%> G, < J wew%) G, (D-14)

A equacdo (D.14) é a Lei de Descartes-Snell entre dois meios PML, sob incidéncias
obliquas, na interface normal a x. Essa equacdo estabelece a condi¢do necesséria para que a

onda de superficie se propague entre os dois meios PML, na dire¢do .

Caso os dois meios sejam dielétricos usuais (todas as condutividades;(oy, oy ); ( gy,
gy), se anulam),os parametros G, e G, sdo unitarios, e a equacdo (D.14), passa a ser a que

rege a lei classica de Descartes-Snell nas interfaces entre dielétricos
n,senl, = n,senb;
Para que haja onda a se propagar na direcéo v, é imprescindivel, veja a figura D.9, que
kyi = kyr = ky;
Logo
k,senf, = k,sen#,

A convencdo adotada, neste trabalho, para se referenciar os angulos, na equacdo de

Descartes-Snell, serd o do vetor normal a interface. Para ambas as propagacdes; X ou 9,

Considerando, a propagacdo em x> (0, = @.x = @) Portanto

(1 _j o >nzsen<pxz _ (1 _jn )msempxl
LAY Gy weoN} Gy

Os angulos na direcédo ¥, direcdo da propagacdo da onda de superficie é

_ T T
O = Pxic Py =5~ P =5~ bk

Os vetores numero de onda, em ¥, das duas regides fronteiricas, sdo projecdes do numero de

onda do meio no eixo de coordenadas (y ), obtido pelo cos(¢,y )
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s s s
cos (E - Hk) = cosE cosf, — senE senf, = senf,

que resulta

o senf o senf
(1_]. y22>772 2=<1_]. y12>7l1 1
WEGNT G, wWEeNT Gy

- Célculo do coeficiente de reflexdo na fronteira

Caélculo da relacdo entre onda incidente e refletida: Na fronteira, havera uma onda plana que
se propaga em y. Sejam as onda; refletida i,. e a transmitida ,.A componente tangente a

fronteira se da por:

Pr = horel TRl (—9)
e = Poee! (WFRalyy) ()

As componentes se reescrevem:

by = Yo/ P (=)
Pe = Yo FN ()
em que By = % A fim de que haja propagagdo no sentido 4+, € necessario que as fases

sejam iguais nos dois lados da fronteira. Ou seja, ¢, (t,y) = @, (t,y):

(5w (5)
vfyrGl Ufthz

em que



c Gy c G, c G

e Tt Sl S
T g sen(m—6)  m cos (g — 91) 11 senb,

c G,

ey = —
Iyt =y, senf,

As componentes do campo da onda refletida sdo:

jw<t _Y ) _[Gmix Oyt Y
Y, = —Pgre Vxr Vfyr)e |eoniVrxr eonifyr

As componentes das ondas refletidas e transmitidas sdo apresentadas mais adequadamente:

L ox2 ) X ( L 9y2\ y

e
Y = Pgre [] (] "eon3 JPfxt “eon3 JPryt

(x| x _( L v\ y

wl|jt } —
Y, = —ore [j (1 eon? JPrxr \' eoni JVyr

Na fronteira entre as regides (x=0), as fases das ondas transmitida e refletida sdo:

, [ oy \| ¥
go(x=0)=]w{t— 1—]<y>_ }
" ! Eon%_vfyr

. Oy2 y
go(x=0)=]w{t—1 ]<y>—}
‘ 50772 VUryt
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Pela lei de Descartes-Snell, as fases em ambos os lados devem ser iguais na fronteira. Logo,

@, (x=0) =g, (x=10)

Entao:

0. 0.
o1 vfyr Eoll2 vfyt

Explicitando-se vy, € Ufy,:

ll iy < Oy1 )l senf; [1 _ ( Oy2 >l senb,
eoni /| viGy gon5 )| v2Ga
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v, = ¢/, tem-se:

o sen@ o senf
[1—j< y12>l771 1_ Il_j< y22>]712 2
EoTlq Gy €oTl2 Gy
que é a equacdo (D.14), calculada para ondas planas TE, em fronteiras entre dois meios
PML.

- Analise dos campos elétricos e magnéticos das regides PML 1 e 2:

Sejam os campos elétricos e magnéticos nas regides 1 e 2, modo TE,:
E’H_Z; — Onda Incidente
E, H,, —Onda refletida
E,, H,, — Onda transmitida
Na fronteira entre os dois meios, sdo atendidas as seguintes condicdes:

ix(E,—E,)=0

iix (H —H;) =0

Incidéncia normal a 9, 7 = —X. Portanto,

i % [E;(t,x = 0,y) — E5(t,x = 0,y)] = 0
i x [Hy(t,x = 0,y) = Hy(t,x = 0,y)] = 0

Pela figura D.9, 0s campos s&o expressos:
Ey = (Ex® + Eyi9) + (Exr2 + Ep9)
E, = (Ex2 + Ey9)

Hl = (Hzi + Hzr)2
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Substituindo-se estas expressdes nas condicdes de fronteira, tém-se:

(=2) % (E; — E3) = [Eyi(x = 0) + Eyp(x = 0) — 1 (x = 0)[(=2) = 0

(_f) X (_2)[(Hzi + Hzr) - Hzt] =0
Aplicando as condigdes de fronteira:

Eyi(x=0)+E),(x=0) =E,(x=0)
H;i(x = 0) + Hy (x = 0) = Hy (x = 0)

Substituindo as respectivas componentes:

1w
o G |
E,; = Ey cosd, e spMa) IV fyi

ol
E,,. = —Ey.cosf e { eont) [Pryi

yr
jw{t—[l— ,<"LZZ> ;}
Eyt = EOtC0592€ gonz /|Vfyt
Resulta:
i [ sen D. 15)
Jw{t—[1—]<£>]uy} (
(Egijcos6, — Ey,-cos6,)e gons G1

. [ 9y2 \|n2senbz
e el
= E,.c0s6,e zonz)]  C2

Considera-se a lei de Descartes-Snell, equagéo D.14:

[1 iy ( Oy >l nisenf; ll iy < Oy2 )l n,seno,
5077% G4 50775 G,
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As exponenciais em ambos os lados, da equacdo (D.15), se igualam e da expresséo (D.15)

resulta:

E,icos0, — Ey,cos0, = Ey;cos0,
Esta é a primeira relagéo exigida pela condigéo de fronteira.
A outra, por analogia, se relaciona aos campos magnéticos:

H,i(x = 0) + Hy (x = 0) = Hy (x = 0)

Conforme visto, a impedancia de onda generalizada de um meio ( dielétrico, PML) é:

1
S M1
& NG
Portanto:
Zy
7. =
! N1Gy
Zy
7., =
2 n2G;

Sejam as componentes dos campos magnéticos,respectivamente, incidente, refletida e

transmitida, H,;, H,,- € H,;. Essa componentes se relacionam com as dos campos elétricos

pelas impedancias de onda.
Onda incidente

H_;, = H_ye jlt—ax—fy)




Onda refletida

H,. = ZOrejw(t—ax—ﬁy)
E,
T _z
Hy
Ey
H,or = Z_lr

Onda transmitida

H, = HZOteja)(t—ax—ﬁy)

E; e

Hy *
Eo¢

HzOt:Z_Z

Entdo as respectivas componentes magnéticas, em funcédo das elétricas, na fronteira, séo:

Eoi(t,x =0,y)
A

Hypi(t,x =0,y) =

EOr(t'x = O'y)

Hyor(t,x =0,y) =

Zy
Eoe(t,x =0,y)
Hyoe(t,x =0,y) = 7
2
Em que Z, = nfgk'

As condiges de fronteira, Lei de Descartes-Snell, em x=0, exige:
E,+E.=E,
Hzi + Hzr = Hzt

Essas condicOes, expressas pelas respectivas componentes elétricas, sao:

203

Ey;cos0, — Ey,.cos0, = Ey.cos6, (D.15.1)
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1 Ey

(Eoi + Eor) Z -7 (D.15.2)

Define-se o coeficiente de reflexdo na interface, x=0, pela razdo entre as componentes

elétricas refletida e incidente na interface. Ou seja,

r = Eyr(x:O) _ Ey, cos 6, _ —Eo,
P Eyix=0) Ey; cos 6, Eo;

Pelas equacdes (D.15.1) e (D.15.2):

E
Ey; ( — ﬂ) cosO,
Eoj

Ey (1 + %)Zil

= Z,c0s0,

O coeficiente de reflexdo magnético, I;,, € expresso pelo coeficiente de reflexdo elétrico

L, = :"T, e asequacoes (D.15.1) e (D.15.2) sdo escritas, respectivamente:
oi

(14 1,)Zycos6; = (1 —I,)Z,cos6,
(Z,c0s6, + Z1c0s6,)I, = Zycos0, — Z,c0s0,
O coeficiente de reflexdo, modo TE,, é obtido:

_ Z,c0s0, — Z,cos0, (D.16)
P (Z,cos6, + Z,cos6;)

A equagcdo referente ao coeficiente de reflexdo na interface entre regides PML, é similar a dos
meios dielétricos. Sera provado que, com adequados parametros dos meios, a transmissao na
fronteira entre as regides PML é perfeita, ndo ha reflexdo, quaisquer que sejam; o angulo de

incidéncia; a frequéncia de operacéo, o que é o fundamento da técnica PML.

Seja a impedancia de ondas em meios PML.:

_ b _Zu
NG Nk

Zx
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Pela equacéo (D.16), o coeficiente de reflexdo se configura

G, cos; c. cos8y
_ Ha 1
Ip = cosh, cost
G, +6,—1
Ha -

Interface Dielétrico-dielétrico

Considere as regides dielétricas, por exemplo, o0 ar,n; =n, =n,, entdo G; =G, =1, 0

coeficiente de reflexdo:

r = Zy,c050, — Zy cos8, (D.16.1)
P (Zy,c086, + Zyycosb,)

A equacdo (D.16.1) é a equagdo classica regente da reflex&o, de incidéncia obliqua de ondas-

planas, em superficie entre dois meios dielétrico
Interface PML-PML

A~

Considere meios PML contiguos a interface y , vide figura D.9, com as mesmas

condutividades elétrica e magnética na direcéo y:

O-yl = O'yz

* %
Oy1 = Oy

Os meios sdo definidos pelos respectivos parametros de condutividades (o1, 01, 0y, 0y) €

(sz' 0-;21 O-yl O-;)

Pela Lei de Descartes-Snell, equacdo (D.14),

(1_]_ oy )nzsenHZ _ <1—j oy >nlsen91 (D.16.2)
weyn? G, wegn? G,

A lei de Descartes-Snell exige que n; = n,. A equagéo (D.16.2) é simplificada
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senB, senb; .

Embora [2] tenha considerado, no desenvolvimento, o ar, generaliza-se, para qualquer
dielétrico, ao se perceber que a Unica exigéncia é a igualdade dos indices de refracdo entre as

respectivas regides.

Meios PML , condicédo de casamento :

&= &=
o, O o, o
WEHN™ Wiy WENT Wiy

Aplicando as condicOes de casamento, tem-se w,y, = wy, = 1. Pois

. Oxk
(1 —J wE 2)
_ on~/ _
Wee = 5 — =
r X

—J
(D.17.1)

Por conseguinte:

Gy = \/kacosch + wyrsen?¢ =1 (D.17.2)

Essas condicdes levadas na equacdo (D.17), estabelecem que senf; = senf,, ou seja,
6, = 0,. Portanto, a onda incidente na fronteira ndo se reflete, se transmite totalmente para a

outra regiéo.

A incidéncia obliqua na interface passa a ser regida pela lei de Descartes-Snell, propria dos

dielétricos usuais. O coeficiente de reflexdo é nulo:

G, cosf; G, coshy

r = M2 m
P cosd, casd
G 246,721

1 n © M
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O coeficiente de reflexdo se anula, sob as condi¢bes; n; = n,; G, = G, e 6; = 6,, a onda se

transmite integralmente a outra regido, vide figura D.10

7~

F‘.’.’
o

Figura D.10: Transmissdo total de uma onda plana através de uma fronteira PML-PML.

Portanto, as velocidades de fase em x e em y sdo iguais em ambas regides PML. Resumindo,

nao ha reflexdo em:

a) Interface normal a X com; gy, = 0y, ; 0y = Oy

b) Como, também, em interface normal a 'y sob a condi¢ao; g,; = 0xy ; G¢1 = Ty

- Andlise da incidéncia de ondas-planas na fronteira (Dielétrico-PML)

Considere a interface normal a X entre o vacuo (0,0,0,0) e 0 meio PML (o, g5, 0,0). As
condutividades dos dieléetricos sdo nulas, entdo, pelo raciocinio anterior, as referentes as do
meio PML tem que satisfazer;o,, = g,, = 0; 05; = 05,=0. Da mesma forma, ndo havera
reflexdo em uma interface normal a 9, entre o vacuo (0,0,0,0) e um meio (0,0, gy, oy;), pois

Ox1 = Oxp = 0 € gy, = 0,,=0. Se 0s meios estdo casados, entdo:
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Tk Tk a}-k ¥k
+ T r 4 T
WeN Wiy WEeN Wiy

Entdo as equacdes (D.17.1), (D.17.2) sdo unitarias
ka=wyk=Gk=1

Se os indices de refragdo dos meios (Dielétrico,PML) forem iguais, entdo send, = sené,, ou

seja, 8, = 6,. Assim, o coeficiente de reflexao:

cosO cos6
Gl 2 - GZ L
_ 12 M1
[ =
p cos0, cosf,
Gy Gy
n2 n1

anula-se para quaisquer que sejam o angulo de incidéncia e a freqiiéncia de operacao.

Propagacdo através da interface entre meios PML ndo casados(condutividades iguais em J):
Seja a interface entre dois meios PML, ndo casados, definidos por (0,051, 0y1,0y1) €

(0x2, Ox2, Oy2, 032 ). POr ndo estarem casados;

Nesse €aso, wyk, wyx € Gx (k= {1,2} ),equagdes D.17.1 e D.17.2, assumirdo valores
complexos. A lei de Descartes-Snell, em incidéncia nas fronteiras normais a (X), propagacédo

em (X), exige que as condutividades na direcdo (¥ ) sejam iguais. Assim, pela a lei de em

incidéncia nas fronteiras normais a (x), propagacdo em (X), exige que as condutividades na

direcdo (¥ ) sejam iguais. Assim, pela a lei de Snell, equacéo (D.16.1), tem-se:

(1 iy oy >nzsen92 _ <1 _ oy >nlsen91
weT; Gy weg; Gy

Para que a lei de Descartes-Snell seja satisfeita, impoem-se igualdade dos indices de refracdo

dos respectivos meios PML. A lei de Descartes-Snell serg;
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1 gy, \nsenf, (1_: gy \nsenf, (D.17.3)
g ](UEOU% o

Entao;

senf, senb,

G, Gy

Ora, o coeficiente de reflexdo, equacdo (D.16.1), é:

_ Zyc0s0, — Zycosb,
P (Zycos0, + Z,co0s6;)

com

Define-se o coeficiente de reflexdo, pelo pardmetro, Gy (wyk, wyy), equacgdes (D.17.1) e

(D.17.2);

(1201‘[) cosB, . (1207r) cosb,
G G
[ = n 2 n 1

14
(1201‘[) cosB, + (1207r) cosb,
n Gz n G1

Simplificando

cosf, cos6q

G G
rp — 2 1
(cos@z + cosel)
Gy Gy
Pondo em evidéncia G,
G1cos0
% — cos6,
L, = 2

b (6100592

2

+ cos@l)
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ou seja,
senfy cos0, — cosb,
_ senb,
P (SEZZ: cos@, + 60591)
Logo

senf, cosfB, — senf,cos06,

L, = D.1
P (senb, cos@, + senb,cosb,) (D.18)

Casando-se 0s meios, 8; = 6,, a equacdo (D.18) se anula, assim, ndo ha reflexdo.

A conclusdo do item* Meios PML-PML” ¢é confirmada.

- Outra andlise da interface PML-PML ndo casada, com n; = n,:

Considere a incidéncia obliqua na interface normal a x, entre duas regiées PLM (propagacao
em X ), satisfazendo a lei de Descartes-Snell. Portanto, sdo idénticas as condutividades em ¥y,

assim como os indices de refragdo de ambas regides; 7, =1,; 0,1 = 0y, € 051 = 0y

Os meios ndo estdo adaptados;

weg @iy

A lei de Snell, equacdo (D.16.1), sob a condicdo dos meios nao casados, é expressa;

senf, senb,

Gy Gy

Ou seja

G,senf; = G,senf,

(D.18.1)

(G,senb, )* = (G,senb,)?
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Tendo em vista
- Os pardmetros G, ( wy, wyk) (k= {1,2} ), equagdo (D.17.2).
Substituem-se na equacdo (D.18.1)

(wx2c05%0, + wy,sen?0;)sen?0; = (wy1c05%6; + wy15en?0; )sen?0, (D.18.2)

- E a condicdo imposta pela lei de Descartes-Snell, incidéncias, nas fronteiras normais a (x),

propagacdo em (X), que exige igualdade das condutividades em (¥ ) , ou seja

A equacdo (D.18.2) € escrita

Wy2€05%0,5en%0; + wy,sen*0,5en®0; = wyc0s20;5en?0; + w,,sen’0;sen’o,

Apobs ligeiro algebrismo, obtém-se a relacdo entre os angulos (de incidéncia e refracdo) e os

termos (wy; € Wyq ) :

senbcos0, W1

= D.18.3
sen6,cos0, W2 ( )

Obijetivo: calcular o coeficiente de reflexdo em funcdo dew,, € w,,. Seja o coeficiente de

reflex&o, equacéo (D.18)

sen6, cosf, — senf,cos6,

I =
P (sen8; cosB, + senf,cosH,)

Pondo em evidéncia a parcela da esquerda



212

senbicosf,
ro= senb,cosd, (D.18.4)
F [senﬁjcasﬁ'q _|_1)

senb,cosl,

Reconhece-se em (D18.4) a equacao (D18.3)

[@e1 4
r = "qlmxﬂ
D —
( lIEx_:L_|_ 1)
'\mez

O coeficiente de reflexdo é, entdo, calculado em funcéo de w,, € w,

r = \Wx1 — 4/ Wx2
P V@x1 T/ Wy

(D.19)

Casando as regides: Ao se adaptarem as respectivas regides,
ka=wyk=Gk=1

O coeficiente de reflexdo se anula, vide equacdo (D.19), ndo ha reflexdo, a onda passa

integralmente para o outro meio ( regido refrataria), vide Figura D.10

- Incidéncia obliquana Interface (x-z), normal (). Propagacdo em (9):

Seja uma onda plana que incide na interface (x-z), normal a y. Define-se o angulo de

incidéncia, 8, com respeito (), ou seja, 8 = ¢ + g Veja Figura (D.15)
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~ [Tl
=

Figura D.14:Incidéncia de uma onda plana sobre uma interface normal a y.

Os angulos de incidéncia e de refracdo sao referidos, agora, ao vetor normal a interface (x,z),
logo, 7 = $. As componentes dos campos tangenciais a nova fronteira sdo idénticas as das

incidéncias anteriores, normal a interface X. Pois, o vetor normal como a superficie sofreram
rotacOes idénticas de g Portanto, todas as formulas, conclusdes e o coeficiente de reflexao,
préprios da incidéncia normal a interface X, se aplicam, também, a incidéncia nainterface (x-

z), normal a (») . Propagacdo em ()

- Analise rigorosa daincidéncia obliqua na Interface(x-z), normal a () . Propagacdo em (y):

Neste item, a incidéncia obliqua a interface normal a ¥ (Modo TE,) sera analisada

detalhadamente. Veja Figura D.15. A analise é andloga ao da incidéncia normal a x,
desenvolvido anteriormente. A lei de Descartes-Snell garante que, em qualquer ponto da
fronteira (y=0) a fase nos dois meios ndo depende das coordenadas da interface (x). Assim, na

fronteira, os campos satisfazem as condigdes :

Il
A

ﬁx(ﬁl(yzm—ﬁz(y:m):o, 7

ou seja,



E.(ly = 0) + Exr(y =0) = Ex(y =0)
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A partir da figura D.15, as componentes dos campos elétricos (incidente, transmitido e

refletido) tangentes a fronteira (componentes em X ) sdo;
[ . .
E,; = Ey; cos (E + 91) e/ot-tx=F1y) = _F . senf, e/ t-ax=FY)
E. = Eq, cos(m + 0;) e/@t-0x=B1Y) = _F  cos0,e/@E-2x=BY)

—Eqcsenf,el@(t-ax=Fy)

s .
Ey: = Ey; cos (E + 92) el (t-azx=F2y)

Pela equacéo (D.7):

a, = —J —
k weomzc Vrx Gy
o 1
k weGNE ) Uy Gy
com
_ c
Vg = ——————
Ix Nk COS P
_ c
Vpy = ——————
4 NiSen i

Aplicando a condicgéo de fronteira, y=0, ( condi¢do de Descartes-Snell);

—EOisenelef“’(t‘“lx) + EOrCOSHIejw(t_alx) = _EOtsengzejw(t—azx)

(D.20)



Figura D.15: Rela¢des entre os angulos.
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A fim de se uniformizar as notagfes angulares em ambas incidéncias , os angulo de

incidéncia e refracdo, na incidéncia em fronteiras normais #serdo, também, referenciado

unitério (x) ;

Da anélise anterior, tem-se ;

ou

VA
¢xi:¢xr:§_91

0 (1o ) ot

J wegn?/ vG

Bz(l—j Oy )sencpx

ween?) G

_(1 . Oy )cos@k
*= ]weonz vG

ao
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Oy ) send

ﬁ=(1—j vG

weYn?
Em incidéncia normal a interface ( ¥ ), a condicéo de fronteira impde;
Ey, (¢, x, y) = Ex(t,x,y)
ou seja,
—EOicoselej“’(t‘“lx) + EOrcogglejw(t—alx) = _EOtcosgzejw(t—azx)

Agrupando os respectivos termos;

(EOi - Eor)Coselejw(t_“lx) = EOtcosgzejw(t—azx)

A lei de Descartes-Snell estabelece que

Logo
T
b

weon; v1Gq weeN; VG

ou
Vs T
[1 ( O-xl )l 1’]1COS (;_91) _ [1 _]< sz )I TIZCOS (5_02)
(1)807]% lel (,()SOTI% (%) Gz

ou ainda,

ll —j( Ox1 >l nisen(6,) _ ll —j< Ox2 )l n.sen(6;)
weong V1G4 weeN3 VG
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Para a lei de Descartes-Snell, 8, e 8, sdo definidos ao unitario 7 = y. Entdo:

ll —j< Ox1 >l nysen(6;) _ ll _].< Ox2 )l n,sen(6;) (D.21)
wfoﬂf G4 wfo’l% G, '

A equacdo referente a lei de Descartes-Snell, das incidéncias em interfaces normais a ¥,
equacdo (D.21), ¢ idéntica as das interfaces normais a (), substituindo as condutividades em

i'pelasdas dex.

Incidéncia em interface normal ax: A incidéncia em interfaces normais a x sera resumida a

sequir, ja que foi detalhada no item —“Incidéncia obliqua na Interface (y-z), normal(%) .

Propagacdo em (x)", Vide Figura D.16

Figura D.16: Onda incidindo na interface normal a x.

A condicdo de fronteira exige que;
Egicosf ef@t-ax=B1y) _ F 050, e/0t-01*=B1Y) = E . cosf,e/@(t-a2x=F2y)
Na interface, x=0, tem-se
(Eoi — Eqy)cos01e/@tF1Y) = E.cos0,e/@t=F2Y)

A lei de Descartes-Snell, equacdo D17.3;
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o senf o senf
(1_]. y22>772 2=<1—j y12>771 1
WEGT, G, WEWNT Gy

Em que

— 2 2
Gy = wakcos Dxk + WySEN* Py

Como 8, é referido ao vetor normal 7 = +%,

Gy = \/a)kaOSZQk + wyrsen?6y

Calcula-se o coeficiente de reflexdo pela equacgéo (D.18) ;

senf,cos6,

__ senbcos6q

P~ (senf cosb
( 1 2 + 1)

senf,co0s604

Com auxilio da equacdo (D.18.3), obtém-se o0 coeficiente de reflexdo em funcdo dos

parametros ( w,, € wyq )

Portanto;

Wy1 — 4/ Wx2

vV Wy1 + v Wy

A equacdo do coeficiente de reflexdo é valida para ambas incidéncias; fronteiras normais a

]}):

X e ¥

-

Portanto, se houver casamento entre 0s meios, veja equagbes (D.17.1) e (D.17.2), o
coeficiente de reflexdo se anula, ndo ha ondas refletidas, 8, = 6,, toda onda é transmitida ao

meio refratario.
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- Incidéncia de ondas planas dos modosTM,,

Como os modos TM,sdo duais do TE,, a sua analise é feita aplicando o teorema da
dualidade nas equacBes e nos campos do modo TE,.Assim, a analise apresentada nesse

trabalho esta completa, aplica-se a ambos 0s modos.



