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RESUMO

DIBO, Aline Lopes. Controle Extremal para Mapeamentos Fstdticos e Dindamicos com
Sinal de Hessiana Desconhecido 61f. Dissertacao (Mestrado em Engenharia Eletronica)
- Faculdade de Engenharia, Universidade do Estado do Rio de Janeiro (UERJ), Rio de
Janeiro, 2019.

O controle extremal tem como objetivo determinar e manter a saida de um mapea-
mento nao-linear desconhecido em seu ponto de extremo. Na literatura, apesar de nao se
conhecer a funcao objetivo do problema de otimizacao em tempo real, é necessario saber
se o extremo desconhecido se trata de um ponto de maximo ou de minimo, informagcao
esta caracterizada pelo sinal da Hessiana do mapeamento escalar de sistemas estaticos e
dinamicos. Neste trabalho, propoe-se que o processo de busca pelo extremo (busca extre-
mal) se dé independentemente dessa informacao sobre o sinal da Hessiana. A ideia chave
para que o processo de otimizacao aconteca é combinar o esquema classico de controle
extremal com uma funcao de monitoracao chaveada. O algoritmo de chaveamento ira
conduzir o sistema em malha fechada ao extremo desconhecido, independente de se tratar
de um ponto de maximo ou de minimo. Além disso, resultados de simulacao mostram a
robustez do algoritmo proposto a mudancas repentinas do sinal da Hessiana desconhecido
e sua capacidade de adaptacao na tarefa de tratar problemas distintos de minimizacao e

maximizacao em tempo real e em sequéncia.

Palavras-Chave: Controle Extremal, Controle Adaptativo, Sistemas Nao-Lineares Incer-

tos, Funcoes de Monitoracao Chaveadas, Otimizagao em Tempo Real.



ABSTRACT

DIBO, Aline Lopes. FEztremum Seeking for Static and Dynamic Maps with Unknown
Hessian Signs. 61f. Master Thesis (Master in Science of Electronic Engineering) - Engi-
neering Faculty, State University of Rio de Janeiro (UERJ), Rio de Janeiro, 2019.

Extremum seeking control aims at determining and keeping the output of a non-
linear map on its unknown extremum point. In the literature, despite of considering an
unknown objective function in the real-time optimization problem, it is mandatory to
know whether the extremum point is a maximum or a minimum, which is determined by
means of the Hessian signs in case of static and dynamic scalar maps. This paper proposes
the process of extremum seeking occurs independent of the Hessian sign information. The
key idea is to combine the classical extremum seeking approach with a switching monito-
ring function. The switching algorithm will drive the closed-loop system to the unknown
extremum, neglecting if it is a maximum or a minimum. In addition, simulation results
show the robustness properties of the proposed recipe under changes of the Hessian signs
occurring “on-the-fly” fashion as well as its adaptability to solve distinct online minimizing

and maximizing problems in sequence.

Keywords: Extremum-seeking Control, Adaptive Control, Uncertain Nonlinear Systems,

Switching Monitoring Function, Real-time Optimization.
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INTRODUCAO

O controle extremal é um método de otimizacao em tempo real que nao se ba-
seia no conhecimento do modelo [1] e tem como objetivo determinar o extremo de uma
funcao quando aplicado em situacoes em que se depara com uma nao-linearidade, e esta
apresenta um minimo ou maximo no problema de controle. Essa nao-linearidade pode
ser fisica, estar inserida na planta, ou pode estar ainda na formulagao do problema, por
meio de uma funcao objetivo de um problema de otimizacao que esteja, de alguma forma,

associada ao sistema [2].

Histérico

O controle extremal, ou busca extremal, do inglés extremum seeking control (ESC)
surgiu com Leblanc [3] numa proposta de um mecanismo de controle que buscava man-
ter uma maxima transferéncia de poténcia entre uma linha de transmissao e um bonde
elétrico.

Em 1951, Draper e Li [4] publicam um estudo sobre um algoritmo de controle
extremal e seu desempenho, com a proposta de otimizar um motor de combustao elétrica.
Sendo, provavelmente esta, a primeira publicacao sobre o assunto na literatura inglesa.

Nas décadas de 1950 e 1960, o controle extremal ganhou destaque, assim como
outras formas de controle adaptativo, com estudos focados na descricao de algoritmos
e no desempenho em aplicagoes particulares. Entre as décadas de 1970 e 2000 o foco
da pesquisa passou a ser a busca de novas estratégias de controle adaptativo de maior
complexidade com garantia de desempenho e estabilidade [5].

A publicacao de Krsti¢ e Wang, em 2000 [1] provando a estabilidade do sistema
classico de controle extremal despertou novamente o interesse no assunto. Este estudo
inclusive, é a base do terceiro capitulo desta dissertacao, como sera visto adiante.

Esse método é considerado uma das areas mais promissoras do controle adaptativo
[6]. Tendo em vista que a necessidade de otimizar plantas com o objetivo de reduzir os
custos operacionais se adequando as especificagoes do produto é cada vez maior, o controle
extremal vem ganhando destaque na teoria de controle.

No tradicional ESC (Extremum Seeking Control) baseado em perturbagoes (dither)

utiliza-se um filtro passa-alta na saida da planta e uma pertubacao senoidal para estimar



11

o gradiente da fungao objetivo [7]. Este método é reconhecido pela sua simplicidade e sua
adaptacao satisfatéria. Porém, pode-se garantir apenas a estabilidade local, assumindo-se
acesso a todo vetor de estado [1].

Em [8], é desenvolvida uma andlise matemdtica assim como resultados de si-
mulagoes com o objetivo de mostrar que a forma dos sinais de perturbacao exercem
influéncia direta na precisao, velocidade e dominio de convergéncia do controlador ex-
tremal. J& em [9], trabalha-se com o controle extremal sendo considerado um problema
de controle nao-linear que depende do estado e do ganho de alta frequéncia que altera a
direcao de controle no ponto de extremo desejado.

Recentemente, a area do ESC alcancou uma certa maturidade e uma nova geracao
de estratégias de ESC foi aplicada a uma ampla classe de problemas, tais como: busca
extremal para sistemas dinamicos hibridos [10], sistemas dinamicos com atrasos [11],
equagoes diferenciais parciais [12] e busca extremal estocéstica [13], para citar alguns.

Nos tltimos anos, [14], [15], [16], foram desenvolvidos trabalhos de ESC baseados
em funcoes de monitoracao, porém em todas elas o sinal da Hessiana é conhecido. Sendo
a Hessiana, a segunda derivada da saida do mapeamento estatico ou funcao custo com
respeito a sua entrada. A proposta desse trabalho é desenvolver uma abordagem inédita
na literatura e apresentar resultados em que, independente de conhecer o sinal da Hessi-

ana, o sistema seja conduzido para uma vizinhanca pequena do extremo desconhecido.

Algumas Aplicagoes Recentes

Como dito anteriormente, o ESC é considerada uma area promissora do controle
adaptativo, com isso vem se destacando e sendo alvo de estudos em diversas aplicagoes.

Uma dessas areas de destaque é no projeto de freios ABS (Antilock Braking Sys-
tem), onde o coeficiente de forga de fricgdo alcanga um valor méximo para um valor
desconhecido nao-nulo de coeficiente de deslizamento da roda. Essa funcao varia de-
pendendo do asfalto onde o carro se encontra, isso faz com que o sistema tenha que se
adaptar ao tipo de solo que esteja tendo contato. Com isso, o ESC seria usado para
projetar um controlador capaz de alcancar esse valor maximo independente do tipo de
pista, [7], [17], [2].

Uma importante aplicacao do ESC na industria é na otimizagao de coeficientes
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de controladores PID (Porporcional-Integral-Derivativo) [2]. Em [18] a técnica de busca
extremal é apresentado com potencial para sintonizar um controlador PID, sendo feito
ainda uma comparacao de desempenho com outros método de sintonia, porém todos
apresentando um pior desempenho.

Em [19] foi estudada a possibilidade de usar o método de ESC para otimizar a
producao de petréleo em pogos que operam por elevacao artificial através da injecao de
gés lift. O objetivo seria encontrar o sistema em malha fechada e conserva-lo em torno do
ponto 6timo da curva de producdo, aumentando assim o Valor Presente Liquido (VPL)
do sistema e os lucros de operacao. Os métodos aplicados hoje se mostram, em geral,
lentos e nao automatizados, essa proposta foi desenvolvida com o proposito de ser uma
alternativa, e, por se tratar de um controle adaptativo que nao necessita do conhecimento
explicito da planta, o ESC se mostra uma boa opc¢ao por envolver varias incertezas na
modelagem deste problema.

Em [20] o controle extremal é aplicado na otimizacao de bioreatores. Enquanto
que em [21] é apresentado uma forma de diminuir os impactos em valvulas de motores de
combustao.

Em [5] foi apresentado uma proposta de ESC via fungdo de monitoragao, assim
como neste trabalho, com a finalidade de simular freios ABS e posicionar painéis solares.
Num experimento pratico, o controle extremal se mostrou uma boa alternativa a ser apli-
cada no problema de source seeking. Entretanto, a informacao da Hessiana era assumida

de conhecimento do projetista.

Objetivo

O objetivo do controle extremal é determinar e manter o extremo de uma fungao
nao-linear desconhecida. Apesar de nao conhecer a funcao objetivo, é necessario saber se
esta se trata de uma funcao de méaximo ou de minimo, sendo caracterizada pelo sinal da
Hessiana.

A objetivo deste trabalho é desenvolver uma nova abordagem na literatura e apre-
sentar resultados em que, independentemente de conhecer o sinal da Hessiana, o sistema
seja conduzido para uma vizinhancga pequena do extremo desconhecido. Ou seja, é pro-

posto que a otimizacao seja feita sem que se possa afirmar se o extremo se trata de um
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ponto de maximo ou de minimo.

O estudo sera realizado tanto para mapeamentos estaticos quanto para sistemas
dinamicos e, como dito anteriormente, utilizando um algoritmo de chaveamento baseado
em funcao de monitoracao para alcancar a otimizagao, apresentando resultados de si-

mulagao de forma a ilustrar o desenvolvimento.

Metodologia

Para o desenvolvimento deste trabalho, o principal método utilizado é o Controle
Extremal, um método de otimizacao em tempo real baseado no conhecimento limitado
do sistema [22]. O desafio encontrado é o fato de, como dito anteriormente, o sinal da
Hessiana nao ser conhecido.

A execugao do projeto serd dividida em etapas: num primeiro momento uma funda-
mentacao matematica apresentando casos de esquemas de controle extremal pelo método
gradiente para sistemas estaticos e dinamicos é apresentada, em seguida serd criado um
cenario onde os esquemas ja discutidos possuam sinal de Hessiana desconhecido, sendo
desenvolvida uma analise tedrica e, posteriormente, a comprovacao destas por meio de
simulagoes numeéricas.

A metodologia utilizada no desenvolvimento do projeto é:

O estudo da estabilidade de sistemas nao-lineares;

Encontrar o modelo médio do sistema em malha fechada;

e Invocar o Teorema da Média [23] para concluir a convergéncia assintdtica para

vizinhanga do extremo;

Aplicar o Método da Perturbacao Singular [23].

Durante o estudo e simulagoes, foi utilizada um algoritmo de chaveamento baseado
em funcdo de monitoragao, capaz de determinar a diregdo do controle (antes desconhe-
cida) a partir de um algoritmo de comutacao [24] para contornar o problema da falta de

conhecimento do sinal da Hessiana.

Notacoes e Normas
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Considerando um sistema nao linear genérico & = f(t,x,¢), onde x € R", f(t,z,¢)
é periddico em t com T-periodo, isto é, f(t + T,x,¢) = f(t,z,¢). Entdo, para ¢ > 0
suﬁcientemente pequeno, é possivel obter o modelo médio dado por 4, = fau(Zay), com
fao(z) = —fo (T, Taw, 0)d7, onde x4 /(t) denota a versao média do estado z(t) [23].
Em [23], define-se uma funcao vetorial f(t,e) € R™ é dita de ordem O(¢) dentro do in-
tervalo [ty, 1] se existem constantes positivas k e €* tais que |f(t,€)| < ke Ve € [t, 1]
e Vt € [ty,t]. Por vezes, é posivel estimar k e €* e, com isso, quantificar O(e). Caso
contrario, deve-se admitir O(e) como sendo uma “ordem da relacdo de magnitute” para

“e suficientemente pequeno”.
Teorema da Média para EquagGes Diferenciais [23]

Considere o sistema original
Z= f(wt,z), 2(0)=zp,. (1)

sendo f(wt, z) e suas derivadas parciais em relacdo a z até segunda ordem continuas e
limitadas por (wt, 2) € [0, x) x Dy para cada conjunto compacto Dy C D, onde D C R" é
o dominio. Considerando f uma fungao T-periddica com 7" > 0 em wt, ou seja, f(s,z) =

f(s+T,z), Vsel0,00). Considere o sistema médio
2av - fav(zav)> Zav(o) = Zav,0- (2)
com

fav(zaw) = / F(7, 2a0)d (3)

Supondo que z,, = 0 € D é um ponto de equilibrio exponencialmente estavel do sistema
médio (2), w C D é um subconjunto compacto da regido de atragao, z,,(0) € w, e

2(0) — 24 = O(1/w), entdo existe algum @ > 0, V w > @, tal que
[12(t) = zaw ()] [rr < O(1/w), Yt € [0,00). (4)

Além disso, (1) tem uma tnica solugdo, T-periddica, exponencialmente estavel Z(¢,1/w)
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com propriedade ||Z((¢, 1/w)||r» < O(1/w).

Deve-se notar que z é a aproximagao da solugao de (1), ao considerarmos a solugao
do sistema médio como sendo (2) [23]. Analizando o sistema médio e provando que este
¢ exponencialmente estével, pode-se aplicar o caso acima. Entao, o sistema original (1) é

exponencialmente estdvel e a solugdo tem comportamento semelhante a (4).
Método da Perturbacao Singular [23]

Tem-se o seguinte modelo em cascata comumente utilizado no método de per-

turbacao singular [23], [25], [26]:

0= [t p), (5)

pi = gt,v,z,p), (6)
A solugao do sistema quase estaciondrio (QSS) [23] de (6) é
r = h(tv), (7)

que ¢ obtido definindo = 0 e obtendo 0 = ¢(t, v, x,0) de (6).
Por outro lado, o modo reduzido (RM) [23] ¢ definido por

A separagao da escala de tempo pode ser avaliada usando o erro de discrepancia:
Substituindo-se (9) em (5) e (6), tem-se

v=f(t,v,T + h(t,v), un), (10)

Oh ahf(t,v,i—l—h(t,v),,u). (11)

/J’:i:g@?q)w%—i_h(taU)?M)_ME_M%

Reescalonando a variavel tempo de forma que 7 = %, com ty sendo o instante de tempo
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d

e . d
inicial, tem-se que - = u=, o que leva a

i o= 2 (12)

dr
Fazendo-se p = 0, “congela-se” o tempo t = to + ur em ty e v(ty + pt, 1) em v(to,0).
Assim sendo, t e v sdo vistos como parametros constantes e (11) pode ser reescrito em
funcao da nova variavel de tempo 7 como

dz

- = g(t,v, 7+ h(t,v),0), (13)

que ¢ denominado de boundary layer model (BLM) [23].

Com isso, pode-se estabelecer os principais resultados de estabilidade do sistema
(5)-(6) no préximo teorema.

Teorema: Sendo os modelos RM (8) e BLM (13) exponencialmente estéveis na

origem, entao, se u for suficientemente pequeno, tem-se que:

v(t,p) = o(t)+O(u), (14)
w(t,p) = h(t,@<t>)+0(u)+o(e—f?f“). (15)

Além disso, visto que ¢(¢,0,0,u) = 0 e h(t,0) = 0, entao, para p > 0 suficientemente

pequeno, a origem x = 0 é localmente exponencialmente estavel.

Organizacao da Dissertagao

Este texto estd organizado da seguinte forma:

No Capitulo 1 serd apresentado o caso simples de controle extremal para sistemas
estaticos pelo método Gradiente, ilustrando-se por meio de simulacao o comportamento
da entrada e da saida do sistema. Este capitulo é uma revisao bibliogrrafica e servira
como base para o estudo desenvolvido no caso estético.

No Capitulo 2 sera considerado um cenario em que, num esquema de controle
extremal para sistemas estaticos pelo método do Gradiente, o sinal da Hessiana seja
desconhecido. Sendo essa falta de conhecimento um problema para a otimizacao, sera

mostrado ainda um algoritmo de chaveamento agindo de forma a contornar esse problema.
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Sendo construida uma fungao de monitoragao e feita a analise da estabilidade. Resultados
de simulagao serao apresentados de forma a consolidar o desenvolvimento apresentado e
efetivar a contribuicao para este trabalho.

No Capitulo 3, sera utilizado o estudo desenvolvido em [1] de modo a apresentar
um esquema de controle extremal também pelo método Gradiente, porém desta vez para
sistemas dinamicos, que servird de base para as contribuicoes do Capitulo 4.

No Capitulo 4, também uma contribuicao apresentada por esta dissertacao assu-
miremos que o sinal da Hessiana é desconhecido em mapeamentos dinamicos. A funcao
de monitoracao devera ser modificada e a analise refeita para o caso mais geral. Como no
Capitulo 2, resultados de simulacao serao apresentados.

Por fim, serao apresentadas as conclusoes e sugestoes para trabalhos futuros.
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1 CONTROLE EXTREMAL PARA MAPEAMENTOS ESTATICOS

Como dito anteriormente, a busca extremal é um método de otimizagao em tempo
real que nao é baseada no conhecimento do modelo. Como proposto, neste trabalho
o estudo sera desenvolvido utilizando apenas o método do gradiente. Nesta secao sera
apresentada a ideia basica do caso de um mapa estatico de uma tnica entrada e tnica
saida.

A versao mais comum desse método, emprega sinais de perturbacao com o obje-
tivo de se estimar o gradiente do mapa que se desconhece. Na Figura 1, é mostrado um
esquema basico de busca extremal pelo método do gradiente. Pode-se dizer que o objetivo
da busca extremal é encontrar uma entrada 6 (¢) em uma pequena vizinhanca do ponto

0* que minimize ou maximize a saida y mensurada [27].

0 () Joe) y (1)

N
/N
~
N——
W |
/N
~
N——"

Figura 1 - Esquema de busca extremal baseado em perturbagoes com o mapeamento

y=QO) =y + 5 (00) 0

Vamos considerar nessa andlise da Figura 1 um mapa quadratico de uma entrada

definido por

* H *
y(h) = QW) =y" + - (0(t) = 0", (16)
O sinais de perturbagao empregados sao definidos como

S(t) = asen (wt), (17)

M(t) = gsen (wt). (18)
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Para o desenvolvimento, trés diferentes sinais de 6 sao apresentados, o sinal de
entrada 6, o ponto desconhecido que otimiza o mapa, 0*, e a estimativa desse ponto, 0.
Sao desconhecidos ainda y*, H e #*. Para esse método deve-se conhecer apenas o sinal
de H, ou seja, saber se o mapa possui um extremo maximo ou minimo, e ser capaz de
escolher um ganho de adaptacdo k tal que sgn (k) = —sgn (H). Deve-se ainda escolher
uma frequéncia w que seja relativamente grande quando comparada aos valores de a, k e

H. Analisando a Figura 1, observa-se que
0(t) =6 (t) + a sen (wt) . (19)

Vale ressaltar, que a sendide é apenas uma escolha possivel para o sinal de per-
turbacao, qualquer sinal periédico com média nula poderia ser utilizado. A estimativa
6 (t) é gerada por um integrador com ganho de adaptagao k controlando a velocidade da
estimacao.

O objetivo do algoritmo de busca extremal é levar o erro entre a estimativa 0 () e

o ponto desconhecido 8*, ou seja,

O(t):=0(t)— 6", (20)
para zero. Com auxilio da equagao (20), pode-se reescrever (19) como
0(t) =0 (t) + 0"+ a sen (wt) . (21)
Analisando novamente a Figura 1 e lembrando (16), é possivel concluir que
A 2
0(t) = k— sen (wt)y
a

= k:% sen (wt) |y* + g (0 (t) — 0°)?] . (22)

A partir da equagao (20) pode-se perceber que g (t) = 6 (t). Sendo assim, substituindo-
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se (21) em (22), pode-se concluir que

é(t) = k‘s sen (wt) [y* + g <9~ (t) + a sen (Wt)>2]

= k% sen (wt) [y* + g <§2 (t) +2a0 (t) sen (wt) + a® sen’ Wt))]

2 kH ~ ~
= kay* sen (wt) + —— sen (wt) 6% (t) +2kHO (t) sen? (wt) + kaH sen® (wt)

sabendo que sen? (wt) = (1 — cos (2wt)) /2, tem-se

0(t) = k%y* sen (wt) + % sen (wt) 0% (t) + kHO (t) — kHO (t) cos (2wt) + kaH sen® (wt)

(23)

Para continuidade da andlise de estabilidade aplica-se o Teorema da Média. O
método aproxima a solugao de um dado sistema pela solugao de um sistema médio [23].

No sistema em estudo isto ¢ feito calculando-se a média temporal dos termos senoidais, o

que leva a
Gav (1) = kHbay (1) . (24)
Sabendo que k = |k|sgn (k) = — |k| sgn (H), tem-se
Oy (1) = = K| || Fay (1), (25)

cuja solugao é exponencialmente estavel. O Teorema da Média [23] garante a existéncia
de uma frequéncia w suficientemente grande tal que, se a condigao inicial de é(t) estiver

suficientemente préxima ao ponto de otimizacao 6*, entao:
1
10 (t) — 0% <10(0) — 0| exp (— |k||H|t) + O (a—i——) , Vt>0. (26)
w

O exemplo de simulagao apresentado na Figura 2, ilustra o que foi descrito neste
capitulo. Pode-se observar, em resultado de simulacao em malha fechada utilizando o
mapa estatico (16), o comportamento da entrada 6(t) e da saida y(t) convergindo para o
valor 6timo 6* e y* respectivamente, além da estimativa 0 que converge também para o

valor que otimiza o mapa e GG com o comportamento esperado.
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Figura 2 - Resultado de simulagdo em malha fechada do mapeamento y = Q(6)
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H
y* + — (A (t) — 6*) e com os seguinte parametros: w = 10, a = 0.2, k = 0.2, H = —0.2,

2
y*=5el =2
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2 CONTROLE EXTREMAL PARA MAPEAMENTOS ESTATICOS COM
SINAL DE HESSIANA DESCONHECIDO

Como dito anteriormente, no geral, em um problema de otimizacao classica assume-
se que o sinal da Hessiana é sempre conhecido. Neste trabalho estda sendo questionado
justamente a necessidade do conhecimento desse sinal, ou seja, esta sendo proposto que a
otimizacao seja feita sem que se possa afirmar que o ponto de extremo é um maximo ou
um minimo. Neste capitulo, entao, sera apresentada uma situagao parecida com a vista
no Capitulo 1, porém se desconhecendo o sinal da Hessiana. Essa falta de conhecimento
pode ser contornada utilizando um algoritmo de chaveamento baseado em uma fungao
de monitoracao para a estimativa do gradiente. Sera apresentado ainda, a andlise da
estabilidade e resultados de simulacao de forma a consolidar o estudo. Esta etapa da
pesquisa deu origem a um artigo apresentado no XXII Congresso Brasileiro de Automatica
(CBA 2018) e sob revisao no 27th Mediterranean Conference on Control and Automation

(MED 2019), veja [28] e [29], respectivamente.

2.1 Formulacao do Problema

Considere o mapa estatico

y(t) = Q(0), (27)

com um extremo na vizinhanga de 8* e podendo mensurar y e manipular . O esquema de
busca extremal baseado em gradiente para este mapa estatico quadratico de uma tnica

entrada, é mostrado na Figura 3, e seus sinais de perturbagao serao mantidos como

S(t) = asen (wt) (28)
M(t) = gsen (). (29)

Assim como no Capitulo 1, o mapa quadrético a ser otimizado é definido por

WD) = QO) =y + 5 (01) 0, (30)

onde H # 0 é a Hessiana desconhecida do mapeamento estético, (6*,y*) é o ponto de
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S(t) M(t)

Figura 3 - Esquema de controle por busca extremal pelo método gradiente.

extremo desconhecido, com 6* € R e y* € R. Como proposto, serd assumido que o sinal
da Hessiana (sgn(H)) é desconhecido.

Como dito no capitulo anterior, os € presentes no desenvolvimento sao a entrada
f, o ponto desconhecido que otimiza o mapa, 0%, e a estimativa desse ponto, 0. Diferente
do esquema visto na Figura 1, pode ser visto também, a fungao de monitoracao ¢,,(t),
onde k € [0,1,...] é o indice de chaveamento gerado pela fungao de monitoracao e m €
{0,1}. Logo, dependendo da escolha de m (0 ou 1) podemos definir o valor inicial para a
estimativa da direcdo de controle desconhecida (—1)%*+m [30].

A entrada do mapa, 0(t), continua sendo composta pela perturbagao de sinal S(¥)

somada a estimativa de 6*.

0(t) = O(t) + asen (wt) , (31)
e o sinal de controle pode ser definido por

u(t) = (=1)*EG(1). (32)

A estimativa 6 controla a velocidade de estimacao com o integrador e o ganho
k;. Assim como definido no capitulo anterior, para que sejam encontrados resultados

satisfatorios é preciso que o erro de estimagao 6(t), convirja para zero, e esse erro é obtido
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através da diferenca entre a estimativa é(t), e o ponto de otimizacao do mapa 6*,

0(t) = 0(t) — 6" (33)

Ainda analisando a Figura 3, facilmente constata-se que

Pode-se afirmar também que
0(t) = (-1 EG(@), (35)

e substituindo (29) e (30) em (34), tem-se que

N

G(t) = y*g sen (wt) + géQ (t) sen (wt)+
+2H0 (t) sen® (wt) 4+ aH sen® (wt). (36)

Sabendo que sen? (wt) = (1 — cos (2wt)) /2, pode-se reescrever (36) da seguinte

forma:

N

G(t) :y*g sen (wt)—l—%éQ (t) sen (wt) + HO (t)

— HO(t) cos (2wt) 4+ aH sen® (wt). (37)

Substituindo (37) em (35), chega-se a

o(t) = (—1)+m) kigy* sen (wt) — HO cos (2wt)
a

+£ sen (wt) B2(t) + HA + aH sen® (wt) | . (38)
a

Novamente chegaremos a um resultado onde se faz necessario aplicar a Teoria da
Média [23] de forma a continuar a andlise da estabilidade. Para (38), novamente um

sistema médio sera encontrado calculando a média temporal dos termos senoidais. Com
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isso, chega-se a

Oan(t) = (—=1)*F™EHO,, (1),

= [(=1)"* ™ sgn(k;)sgn(H)] [Fi|[H |0y (t). (39)

A estabilidade desse sistema sé poderia ser garantida caso fosse conhecido o sinal
de H, para, a partir deste, definir o sinal de k;. Como o sinal da Hessiana é desconhecido,
se faz necessario usar a funcao de monitoracao, sendo esta aplicada sempre que o sinal de

controle é desconhecido. Mais detalhes serao apresentados na préxima secao.

2.2 Funcao de Monitoracgao
2.2.1 Majorante do Gradiente

A funcao de monitoragao é construida com base no majorante do Gradiente. Para
isso, assumiremos num primeiro momento, que o sinal de H ¢é conhecido, ou seja, que é
possivel saber se o mapa possui um sinal de maximo ou de minimo.

Partindo do esquema basico, Figura 4, por ora é conveniente a utilizagao de filtros
passa-alta e passa-baixa para fornecer uma explicacao intuitiva sobre o funcionamento do
esquema (e obter o majorante para a estimativa G(t)). Embora o uso desses filtros nao
seja necessario para a obtencao de um resultado de estabilidade rigoroso, é sabido que seu
uso pode melhorar o desempenho de controle do sistema em malha fechada.

Analisando novamente a Figura 4, e substituindo (31) em (30), tem-se

y(t) = y* + % [(0t) — 67) + asen (wr) g
— Y+ g (0 - 0*)2 + gcfsen2 (wt) +
v H (é (t) — 9*) asen (wt)
=y + 2 (00)—07)" — Tacos (201) +
v H (é (t) — 9*) asen (wt) + %az. (40)

Para encontrar esse majorante, é necessario obter a equacao dinamica do gradi-
ente. Com algum abuso de notagao, nesta secao iremos misturar os dominios do tempo

e frequéncia, assumindo que a funcao de transferéncia age como um operador na funcao
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Figura 4 - Esquema de ESC pelo método gradiente utilizando filtros passa-alta e passa-
baixa.

no dominio do tempo. Assim como em [31], para manter a apresentacao simples, o sinal
de igualdade assumira o significado de igual e de aproximadamente igual. A aproximacao
pode ser com relagao a termos negligenciados de ordem superior ou em termos de apro-
ximagoes de média. Todas as declaracoes a que serem feitas podem ser interpretadas em
termos de teoria rigorosos de média e estabilidade local.

Ao passar pelo filtro passa-alta, s6 permanecem os sinais de alta frequéncia, os

componentes de baixa frequéncia serao atenuados.

S
s+wHy

=H (é (t) — 9*) asen (wt) — %a?cos (2wt) . (41)

Yn =

Ao passar pela perturbacgao de sinal:

z(t)=2H (é(t) —9*) sen (wt)—gacos (2wt) sen (wt) ,
:H(é(t) - 9*) “H (é(t) - 9*) cos (2wt) +
H H
— pasen (3wt) + —asen (wt) . (42)

Em seguida, o filtro passa-baixa descarta os sinais de alta frequéncia, permanecendo

apenas os componentes de baixa frequéncia.



Obtém-se entao, a seguinte estimativa

A Wi, B A o
G_S+sz_H(9(t) 8)
para o gradiente de (30):
Iy
t)=——=H(0()—-0).
Gty =2 =@ -0)

Voltando para a estimativa (43) e substituindo (31), temos:

N

G(t) = H (0 (t) — asen (wt) — 0%),
= H(0(t) —0") — Hasen (wt) .

Reconhecendo (44) em (46):

Isolando G(t) e derivando (44):
G(t) = H6.
Sabemos que 6 = 0 — asen (wt) e que o= ki G(t):

A

0 = awcos (wt) + 0,

= awcos (wt) + k;G(t) — k;Hasen (wt) .

Substituindo (50) em (48), obtém-se:

G(t) = Hk;G(t) + Hawcos (wt) — k; H?asen (wt) .

27

(44)

(47)

(51)

Para encontrar a solugao da equacao diferencial (51), aplica-se a transformada de
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Laplace (denotando-se o operador por L(-)):

C(G(t)) = HEL(G(t)) + HawL(cos (wt))—

kiH?*aL(sen (wt)), (52)
e obtém-se
Gls) = — 2 Glto)+
8= S—kiH 0
()
Haw e kiH e kiH
+ - + -
2\ /K2H? +w? | 5T s+jw
(([oofw)\™
k;H?a eJ : kiH/) 2
1/k:i2H2+w2 §— Jjw

&

2
(5
—J|tg
o k;H
+ -
Jw

-1
s+
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Aplicando a tranformada inversa de Laplace

G(t) = L7H{G(s)} = 1) G(t)+

j |:w(t—ti)+tg_1 < w >]
kH

Haw e

1/k:i2H2+w2 2
—'[ (t—t;)+t 1( d )}
o J i g le

2

_l’_

+

+
|

j|w(t—t;)+tg™! ) B
k;H?a eJ e kiH) 2
k?H? + w?

—i (t,tA)+t -1 w 71
. J|w i g le 2
+ 2

— ek‘zH(t—tl)G(tl)_i_

P LN [w(t — ) +tg! ( < )]

k?H? 4 w? ki H
kiHQG 1 w
— ——sen |w(t —t;) + tg .
K2H? 4 w? kil
(54)
Chegamos entao ao majorante de G(t)
G(1)] < MG )|+
Pl (t—t) +tg " | —
—————|cos |w(t — ¢
VEZH? 4+ w? & \kH
kiH?a w
—_— t—1t;) +tgt . 5}
+ CH T sen [w( )+ tg (le>” (55)
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A partir de (47), temos:

|G(t)| = |G(t) — Hasen (wt) |,
< |G(t)| + |Hasen (wt) |. (56)

Substituindo (56) em (55), obtém-se :

IG(t)| < kil (t—ti)
Haw

\/kZH?+w?

kiH2a

_1_7
\/kZH?+w?

é(t)) + |Hasen (wt)| +

cos [W(t—ti)thg_l <k:}H)] ’

sen [w(t—ti)—l—tg_l < k“’Hﬂ ‘ . (57)

_l’_

Sabendo que o valor maximo das sendides é 1 e invocando (47), logo, podemos

escrever:

. A 1
GOLIGO] < 1G] + 0 (2 +a), (58)
w
onde t; > 0 para qualquer instante de tempo inicial.

2.2.2 Projeto da Fungao de Monitoragao

Como dito anteriormente, o projeto da monitoracao se da a partir do majorante
do Gradiente, definido em (58). E sabido também que os sinais de H e k; sdo sempre

opostos, ou seja, sgn(H) = —sgn(k;). Pode-se entao definir a fungao auxiliar ¢ (t) como

or(t) = e MW G (1) + alk) (5 + a) , (59)

onde 0 < A < |k||H]|, o termo ¢, é o instante em que ocorre o chaveamento, k ¢ a

quantidade de chaveamentos e a(k) é qualquer sequéncia monotonicamente crescente em
k.

A fungao de monitoragao ¢, (t) pode ser definida como [32]

pm(t) = @r(t), V€ [t teyr)(C [0, +00)). (60)
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Como trata-se de uma abordagem onde o sinal da Hessiana é desconhecido, nao
se pode afirmar nada sobre sobre o extremo desse sistema, invoca-se, entao, ¢,,. Visto
em (60), sempre |G(t)| < @i(ty) em t = t;,. Deste modo, o tempo de chaveamento t;, serd

definido (para k > 0) por

s = min{t >ty : [G(t)] = pi(t)}, (61)

+00,

onde k € [1,2,...] e ty := 0. Por construcao, a seguinte desigualdade é obtida de (60)

|G(t)| < om(t), Vte0,+00). (62)

M ' 1 A}
“Po 1 Fluxo 1 v
[y 1 A !

. : 3
Fluxo ' '
'

‘\ Fluxo

to t 23

Figura 5 - Trajetéria da fungdo de monitoracio @, (linha pontilhada) e |G(t)| (linha
sélida).

A fungao de monitoragao pode ser vista como um operador hibrido [33] onde cada
salto é definido pelo tempo de chaveamento ¢, (61). Apds cada salto, um decaimento de
forma exponencial é percebido, esse comportamento é denominado de fluxo, e a Figura
5 ilustra o valor absoluto do gradiente ao longo do tempo e a fun¢ao de monitoragao [30],

a ultima sendo levada a convergéncia quando a primeira alcanca também esta condigao.
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2.3  Andlise de Estabilidade

Teorema 2.1: Considerando o mapa estético (30), com a lei de controle (32) e
a funcdo de monitoragao (60). Entdo, se w em (28) e (29) for suficientemente grande,

pode-se concluir que

1

limsup |0(t) — 0" = O (— + a> , (63)
t—+o0 w
1

limsup |y(t) —y*| = O (—2 + a2> : (64)
t——+o0 w

independente do sinal da Hessiana.
Prova: Por simplicidade, assumiremos em (58) que o conjunto residual de ordem

1 1
@ <— + a) =k (— + a), sendo k; uma constante fixa desconhecida. A prova é reali-
w w
1
zada utilizando argumentos de contradigao. Considera-se dois casos: |G(t)| > O (— + a)
w

e|G(t)| <O (5 + a). Enquanto |G(t)| > O (é + a), suponhamos que a lei de controle
u(t), vista em (32), realiza infinitos chaveamentos, V¢t € [0,400). Entao, o termo a(k)
(59) aumentars ilimitadamente a medida que k& — +o0o0. Assim, existe um valor finito
k > 0 tal que para k > k: (i) o termo a(k) serd o limitante superior para k; em (58),
tal que k; (5 + a) < a(k) <£ + a) , e (ii) o sinal da Hessiana é corretamente estimado,

ie., (—=1)"*™sgn(k;)sgn(H) = —1. Por conveniéncia, define-se
A 1
((t) = M HU|G(L) + O (— + a) : (65)
w

de acordo com o lado direito da desigualdade (58). A partir do item (i), conclui-se que
©m(t) > ((t), Yt € [te,txr1). Do item (ii), ¢ é o limitante superior valido para |G(t)|.
Consequentemente, nenhum chaveamento ird ocorrer apds t = t,, i.e., t,11 = 400, veja
(61), o que nos leva a uma contradi¢do. Portanto, ¢ (t) deve parar o chaveamento apos
algum valor finito k = N e ty € [0, +00), sempre que |G(t)| > O (é + a). Assim sendo,
de (59), (60) e (62), conclui-se que

G(D)] < e Gtw)] + a(N) <£ + a) , (66)
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1
i.e., o gradiente converge para um conjunto residual de ordem O (— + a). Lembrando
w
1
que no caso complementar ja temos |G(t)] < O (— + a), é necessario mostrar ainda
w

1

que G(t) finalmente entra na vizinhanga de O (— + a) com o sinal de controle correto,
w

sgn(H). Supondo que é encontrada uma estimativa de controle incorreta: sgn(k;) =

sgn(H). Entao, analogicamente, a equacao dinamica de G(t) pode ser reescrita como:
G(t) = |H||k|G(t) + Hawcos (wt) — k;H?asen (wt) . (67)

Nesse caso, (67) NAO é Input-to-State Stable (ISS) [23], portanto, existe um tq > 0 tal
que GG > 0, ¥t > t4 e a > 0 suficientemente pequeno. Com isso, G(t) iria divergir para
t — +oo, i.e., G(t) e G(t), ver (56), nio permaneceria no conjunto residual, gerando a
contradigao (e o processo de chaveamento seria reiniciado). Portanto, sgn(H) deve ser
corretamente estimado em k = N. Logo, conclui-se que G(t) tende localmente para um
conjunto residual da ordem O <£ + a), a medida que t — +o0.

Desta forma, a partir de (44) tem-se que 0 (t) —0* = H'G(t), podendo-se concluir
(63). Além disto, a partir de (16), tem-se:

* H *
W)~y =000 0, (63)
e substituindo (63) em (68), obtém-se:
1 2
limsup y(t) — 5] = O (— " ) | (69)
t— 400 W
12,
= O(E—f—;a—l—a). (70)

Pela desigualdade de Young [23], pode-se afirmar que:

Y o 1
h< = —b 1
a_2a +2'y , Vy >0 (71)
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1 1
li -y | = O 5+—= +a*+ad® 72
ltrffipw() v (w2+w2+a +a), (72)
1
2 2
= O(2E+2a):(9<u7+a> (73)
Desta forma, obtém-se (64). O

2.4 Resultados de Simulacao

Considere o mapa estatico quadratico de uma entrada utilizado nas se¢oes anteri-
ores, com Hessiana H = 2, otimizador 8* = 2, e valor 6timo y* = 5. Os parametros do
sinal dither e do proposto ESC baseado no método de Gradiente tem os seguintes valores
w=10,a=0,2,c=10e k; =0, 2.

A simulacao numerica foi desenvolvida com o propdsito de descobrir se a funcao
de monitoracao seria capaz de levar a saida do sistema para a convergéncia, independente
de saber se tratar de uma funcao de méaximo ou de minimo, corrigindo qualquer possivel
erro de interpretacao do sistema.

Nos resultados da simulagao de malha fechada, Figura 6(a), é possivel ver a entrada
do mapa, @, convergindo para o ponto de otimizacao, 6*. O sistema foi inicializado achando
se tratar de um problema de méximo, Figura 6(b), porém, nota-se que a saida, y(t),
comeca a se distanciar logo em seguida, divergindo em aproximadamente dez segundos.
Visto o erro na interpretacao do sistema, a funcao de monitoracao fez um chaveamento
identificando o extremo como minimo, recuperando a saida e garantindo a convergéncia
do sistema.

A fim de testar a eficiéncia dessa abordagem, apds 30 segundos, a direcao de con-
trole foi alterada (pode ser visto em zoom na Figura 6(d)) e com isso inicia-se novamente
a analise de y(t). Desta vez a saida foi interpretada com um sinal de minimo e apés 40
segundos comeca a divergir. Novamente a funcao de monitoragao atua e seu chaveamento
leva a saida a identificar o extremo maximo e convergir.

Na Figura 6(c) pode ser vista a trajetéria da funcéo de monitoracao, ¢, e de |G(t)].
Nos momentos em que a saida, y(t) e, consequentemente, \G(t)] comecam a divergir,
acontece o chaveamento de ¢,,, levando ambos a convergéncia, mesmo que momentanea.

O decaimento exponencial da fungao de monitoragao se da apds cada chaveamento e serd
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alcangado em definitivo se o mesmo comportamento puder ser visto em |G(t)], ou seja, se

a convergecia acontecer.

I 1.5

1

I vl T —9(75)
| - = =2
0 20 40 60 80
| —y(t)|
20 40 60 80
— |G|
—— om(t)
I I v DO —— I
20 40 60 80
—y(t)

30
Time [seg]

35

Figura 6 - Resultados de simulagao: (a) entrada do mapa 0(¢) e o ponto de otimizagao
0*; (b) saida y(t) e o valor étimo y*; (c) fungao de monitoragao ¢,,(t) e |G(t)[; (d) zoom
no sinal de saida na ocorréncia de uma mudanca de dire¢ao do sinal de controle.
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3 CONTROLE EXTREMAL PARA MAPEAMENTOS DINAMICOS

Nas secoes anteriores foi dito sobre a maioria dos trabalhos utilizando controle ex-
tremal consideram a planta como um mapa estatico. Porém, algumas referéncias abordam
problemas em que a planta dinamica descrita por uma equacao diferencial ordinaria esta
em cascata com o mapa estatico nao linear. Sendo essa situacao também o objetivo desse
estudo, para a continuidade do desenvolvimento, tomaremos como referéncia o trabalho
apresentado por Wang e Krsti¢ em [1], em que o estudo é desenvolvido em um sistema
dinamico, de forma a complementar o que foi apresentado nos Capitulos 1 e 2.

Em [1], é considerada a seguinte planta como um modelo nao-linear SISO

T = f(t,u), (74)
y = h(z), (75)

sendo x € R™ é o estado, u € R é a entrada, y € R é a saida, f : R" x R — R" e

h:R"™ — R . Supondo que a lei de controle seja dada por:
u=a(z,0), (76)

parametrizada por um parametro escalar . Por simplicidade, os autores assumem que
se conhece a lei de controle de realimentagao de estado estatico, com isso seria trivial
estender os resultados para a saida dinamica em malha fechada. E assumido também por

simplicidade que 6 e y sao escalares. Tem-se, entao, o seguinte sistema em malha fechada:

T = f(t,a(x,0)), (77)

com equilibrio parametrizado em 6.

A partir deste cendrio, chega-se a um mapa estatico quadratico de uma tunica
entrada, como mostrado na Figura 7. Em [1], sdo realizadas as seguintes hipdteses sobre
o sistema em malha fechada.

Hipotese 3.1: Existe uma funcao suave [ : R — R", tal que:

f(t,a(x,0)) =0 se e somente se x=1(0)
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9 | #=f(z,a(z,0) y
y = h(z)

G_ f k| £ wy y—n ] B
] s | 5+ wy s+wy |

asin wt

Figura 7 - Esquema de busca extremal para sistema dinamico.

Hipdtese 3.2: Para cada valor de 6 € R, o equilibrio = I(#) do sistema (77) é

localmente exponencialmente estavel com taxa de decaimento e sobrepasso uniformes em

6.

Com isso, os autores afirmam que a lei de controle (76) é robusta em relacao ao
proprio parametro ¢, sendo capaz de estabilizar exponencialmente qualquer equilibrio pro-
duzido por #. Ou seja, a lei de controle foi projetada para que se alcance a estabilidade

local, sem a necessidade de conhecer f(x,u) ou I(6).

Hipotese 3.3: Existe 0* € R tal que:

(hol)(6%) =0, (78)
(hol)(6) <0, (79)

O simbolo o denota uma fungao composta em (78) e (79). Enquanto os simbolos ’ e

" indicam primeira e segunda derivada em relacao a 6, respectivamente. Sem perda de
generalidade, considera-se que o mapa de saida y = h(l()) tem um ponto de méximo
em 6 = 0*. O objetivo é desenvolver um mecanismo de resposta que maximize o valor

estacionario de y, mas sem que seja necessario conhecer 6%, h e [.
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hol(8)
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G_ s s+w | X s+wy |

asin wt

Figura 8 - Esquema de busca extremal com a perturbacao periddica com a planta sendo
vista como um mapa estatico.

Na Figura 7, é mostrado um esquema de realimentacao, uma adaptacao de um
método de busca extemal para mapas estaticos nao lineares. E, antes de provarmos sua
estabilidade, partimos da ideia principal de uma perturbacao periédica lenta a sen wt
sendo adicionada ao sinal é, sendo esta a melhor estimativa para o parametro desconhe-
cido. Caso essa perturbacao seja mais lenta que a dinamica da planta, o mapa da Figura
7 se aproxima de um mapa estatico, mostrado na Figura 8. Caso 0 esteja em ambos os
lados de 6*, a perturbacao asenwt ira criar uma resposta peridédica de y que estard em
fase ou fora de fase com asenwt. O filtro passa-alta s/(s + wy) elimina o componente DC

de y. Com isso, asenwt, e s/(s + wy,)y serdo aproximadamente duas sendides, tais que:
e em fase para 6 < 6*
e fora de fase para 6 > 6%

Os autores afirmam, que em ambos os casos, o produto de duas sendides ira resultar
em um componente DC que serd extraido pelo filtro passa baixa w;/(s + wy).

Serao utilizados os seguintes parametros para a analise do esquema, e seu uso sera
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visto na sequéncia:

wy = wwy = wiwy = O(wd), (80)
wr, = wwy, = wow;, = O(wd), (81)
k=wK =wiK' = O(wd), (82)

onde w e 9 sao constantes positivas e pequenas quando comparadas a wh;, w; e K, também
positivas. De (80) e (81), vemos que as frequéncias de corte dos filtros passa-alta e passa
baixa precisam ser inferiores a frequéncia do sinal de perturbacao. Além disso, o ganho
de adaptacao k precisa ser pequeno.

Para dar continuidade a andlise, os autores tratam, num primeiro momento, o
caso estatico visto na Figura 8, utilizando o método da média. Em seguida, utilizando o
método da perturbacao singular, é feita a analise do sistema completo, visto na Figura 7.

O sistema representado na Figura 7 pode ser sintetizado da seguinte forma:

i = f(t,a(z,0 4 asen wt)), (83)
0= ke, (84)
€ = —wi€ +w(y —n)a sen wt, (85)
1= —whi) +Wny - (86)
Introduzindo novas coordenadas, temos:
0=0—0°, (87)
n=mn—hol(f). (88)

Entao, na escala de tempo 7 = wt, podemos reescrever (83) a (86) da seguinte
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forma:

wdiT = f(z,a(z,0" + 0 + asen 7)), (89)
do .
o= KE, (90)
% =0(—wi &+ Wy (h(x) —hol(f*) —n)a sen T), (91)
% = 0(—wyn + Wy (h(z) —hol(6%))). (92)

3.1 Andlise média

O estudo da estabilidade é dividida em etapas, antes de analisar o sistema ge-
ral (74)-(76), “congela~se” a varidavel x em um valor de equilibrio constante (z = [(0))

utilizando-se o escalonamento temporal, 7 = wt, tal que a partir de (74), temos:

d

W= flz,u). (93)

De acordo com a Hipétese 3.1, o sistema reduzido (w — 0) pode ser entao escrito

como f(x,a(xr,w)) = 0, substituindo-se x = (I(#)) em (75), tal que:

y = h(l(0)) (94)
= (hol)(0) (95)
=Q(0). (96)

Lembrando que 6 = O+asenTe que o erro de estimacao ¢é 6 =0+ f*, manipula-se

estas esquagoes e obtém-se:
0=0"+0+asen 7. (97)
O valor de equilibrio é dado, entao, por:
x=1(0"+0+asen 1), (98)

Substituindo este valor de equilibrio, reescrevemos (90) a (92), agora para o sistema
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reduzido:
do
L =0K'E, 99
Wi, (99
G;ir = §(—wh& + W (v(0, + a sen T) — 7, )a sen T) (100)
dn, . ~
dnT = 0(—wyMr + wiy(v(0, + a sen 7)), (101)
onde:
v(0, +asen 1) =hol(0*+0,+asen7)—hol(6). (102)

Segundo a Hipdtese 3.3, temos:

v(0) =0, (103)
v'(0) = (hol)(0") =0, (104)
v"(0) = (hol)"(6*) <O0. (105)

As equagdes (99) a (101) estao na forma em que o Teorema da Média [23] é aplicado.

Seus modelos reduzidos aplicado ao teorema sao:

o; K€

d / -

ar el =0 |—wigt+3-a OQWU(G;I +aseno)senodo| - (106)
ne —Wy e + % fo% v(0% + a sen o)do

Para linearizar o sistema, é necessério determinar o equilibrio médio (6%, &€, 7%°)

o)

que satisfaga as seguintes condicoes:

=0, (107)
27 5
/ v(02°+asen o) sen o do =0, (108)
’ 1 27 _
nee = v(0%° + a sen o)do . (109)

_%0

Para colocarmos %€ na forma 6%¢ = bya + bya® + O(a?), substituindo em (108)

as equagoes (103) e (104), integrando e igualando as poténcias de a. Teremos, entao,
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v"(0)by = 0 e v"(0)by + 5v”(0) = 0. Isso implica em:

'U”/(0>
,U//(O)

na.e
foe = —

a® + O(a*). (110)

oo

Aplicando o mesmo raciocinio em (109), obtemos:

1
e = ”T(O)cﬁ +O(®). (111)

Temos, entao, que o equilibrio do modelo médio é:

~a e 1)/// O
97“’ - 8v”((0)) CL2 + O<a3>

ae| = 0 : (112)
e Y062 1 0(a?)

A matriz Jacobiana de (106) em (0, ¢, 7)%¢ é dada por

0 K’ 0
Jr=9 % afOZW v'(0%° + a sen o) sen 0 do —w) 0 (113)
% OQF v'(0%¢ + a sen o)do 0 —wy

A Jacobiana sera Hurwitz, se e somente se:
2m _
/ V(0% + a sen o)sen odo < 0. (114)
0
Apés mais calculos utilizando as equagoes (97) e (98), obtém-se:
2m _
/ V(0% + a sen o)sen odo = 1" (0)a + O(a?). (115)
0

Substituindo (115) em (113), encontra-se:

52, K
2

det(N — J%) = ()\2 + oW\ — v"(0)a® + (’)(52a3)) X (A + dwly) . (116)

com isso, prova-se que J2 é Hurwitz para um valor suficientemente pequeno de a. Com
isso, pode-se determinar que os pontos de equillibrio do sistema médio é exponencialmente

estavel para um tamanho suficientemente pequeno. De acordo com o Teorema da Média
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[23], tem-se em [1] o seguinte resultado.
Teorema 3.1: Existe um ¢ e @ tal que para todo § € (0,0) e a € (0,a) sistema
reduzido tem uma tnica solucéo exponencialmente estavel (927 (1), £27(1), 72" (7)) para o

periodo de 27, e essa solugao satisfaz:

T ,U/// 0
02" (1) + 8v”((0)) a?
& (r) < 0(9) + O(da”), V1 =0. (117)

~on U” 0
7 (r) - Sa?

Com isso, os autores afirmam que esse resultado implica que todas as solugoes
(0,(7), & (1), 7, (1)) convergem para uma vizinhanca de O(6+a?) da origem. E importante
que esse resultado seja interpretado em termos do sistema visto em Figura 8. Uma vez

que y = hol(0* +0,(r)+asen 1) e (hol)(6*) =0, temos:
y—hol(0) = (hol)(6")(0, +asen 7)% + O((, + a sen 7)%) (118)
onde

HNT—i-asenT:(ér_éfﬂ)_,_(ggrr_i_ (hol)"(6) 2>_ (hol)"(0%)

WCL WGQ +asen 7. (119)

Uma vez que o primeiro termo converge para zero, o segundo termo é O(6 + a%),

o terceiro termo ¢ O(a?) e o quarto termo é O(a), entao

lim sup |0, (1) + a sen 7| = O(a + 6) . (120)

T—00

Assim, a partir de (118), tem-se:

limsup |y(7) — ho l(6%)| = O(a® + §?). (121)

T—00

A ultima expressao caracteriza a performance assintética do esquema de busca de
extremo na Figura 8, e explica por que é importante que, além da perturbacao periédica
seja pequena, mas também que as frequéncias de corte dos filtros e que o ganho de
adaptacao k sejam pequenas.

Outra importante concluséo que pode ser retirada de (117), é que a solucio 6,(7)
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ird convergir para O(d + a®) préximo de —%az

Uma vez que (hol)”(0*) < 0, seu sinal ird depender do sinal de (h o )" (6*). Se
(ho1)"(6*) > 0, entdo a curva h o [(f) serd mais plana do lado direito de § = 6*. J& 6,
teréd um deslocamento em direciio ao sinal de (ko 1)”(6*), entéo, 0,(7) ird convergir para
o lado mais plano de h o (). E isso é o desejado, estar onde h o (#) seja menos sensivel

a variacoes em f e mais proximo do valor maximo.

3.2 Analise via Perturbacao Singular

Comprovada a estabilidade do sistema reduzido, os autores voltam, entao, ao sis-
tema geral mostrado na Figura 7, cujo modelo em espaco de estado foi mostrado nas
equagoes (89) a (92) na escala de tempo 7 = wt. Para tornar a notagado compacta,

reescrevemos as equagoes (90) a (92), como sendo:

dz

E:

0G(T,x,2), (122)

onde z = (9,5 ,7). Pelo Teorema 4.1, existe uma solugao periédica exponencialmente

estdvel z2™(7), tal que:

= 0G (T, L(T, zf’r(T)) 227(1)), (123)

»r

onde L(7,z) = I[(8* + 0 + a sen 7). Para trazer os sistemas (89) e (122) para forma de

perturbagao padrao singular, em [1] é deslocado o estado z usando a transformagao

F=z+22(1), (124)
e obtemos (92), como sendo:
dz ~
d—i =0G(1,3,%), (125)
d 3
W = F(r,2,7), (126)
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onde

G(T,ZL‘, ?) = G(r, 2,2+ 22" (1)) — G(7, L(1, 22" (1)), 2™ (1)), (127)

»r

F(r,2,2) = f(z,a(z,0° +0 — 67" (1) + 6" (1) + a sen 7)) . (128)

Nota-se que = L(7, 2+ 22"(7)) é o estado quase estavel, e que a equagao reduzida

(92), como sendo:

dz, ~ _ ~
L = G(T L(7, 5+ 227(7), 5 + 227 (7)) (129)
-
tem equilibrio na origem z = 0. Para completar a analise da perturbacao singular,

¢ necesséario estudar também o modelo da camada limite (BLM) na escala de tempo
t—ty=17/w:
d[)?b

= F(r, 2+ L(7, 2 4+ 277(1)), 2) = f(zp + 1(8), oz, + 1(6),0)) (130)

onde 0 = 0* + 0 +a sen T pode ser visto como um parametro independente da variavel

de tempo t. Uma vez que f(I(0),a(l(0),0)) =0, x, = 0 é um equilibrio de (130). Como

dito na Hipdtese 2.2, esse equilibrio é exponencialmente uniformemente estavel em 6.
Combinando a estabilidade do modelo reduzido (129) com a estabilidade do modelo

em camada (130) e usando o Teorema de Tikhonov [23] no intervalo infinito, conclui-se:

e A solucdo z(7) de (122) converge exponencialmente para uma vizinhanga de O(w)
para a solucao periédica de z2™(7), no qual O(§) préximo ao equilibrio z%¢. Este,
por sua vez, implica que a solucio de 6(7) das equacoes (90) a (92) ird convergir
para uma vizinhanca O(w +d) de — {[(h o 1)"”(6*)]/[8(h o 1)"(6%)]} a* + O(a®). Com
isso, 0(7) = 0* +0(7) +a sen T ird convergir para para uma vizinhanca O(w+ 8+ a)

de 6*.

e A solucio z(7) de (126) satisfaz x(7) — [(8* 4 6,(7) + a sen 7) — x(t) = O(w), onde
0,(1) é a solucao do modelo reduzido encontrado nas equacdes (99) a (101), e z(t)

¢ a solu¢ao do modelo (130). Tem-se entao:

o(7) = 1(07) = O(w) + 10" + 0,(7) + a sen wr) — 1(6*) — x3(t) . (131)
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Uma vez que 6(7) converge exponencialmente para a solucio periédica 627(7), no
qual O(4) préximo ao equilibrio {[(hol)”(0*)]/[8(hol)"(6*)]}a*+ O(a?), e a solugao
xp(t) de (130) esté decaindo exponencialmente, entao de (131), z(7) —1(6*) converge
exponencialmente para uma vizinhanga O(w + d + a) de zero. Consequentemente,
y = h(z) converge para uma vizinhanga O(w + d + a) de seu equilibrio maximo

hol(0*)

Por dltimo, em [1], os autores resumem as conclusoes acima com os seguintes teo-

remas:

Teorema 3.2: Considere que as Hipdteses 3.1 a 3.3 sejam satisfeitas. Existe
um conjunto de condigoes iniciais em torno do ponto (z, 0,¢, n) = (1(6%),0%,0,h o 1(6%))
e constantes @, 6 e @ tal que para todo w € (0,@), § € (0,6) e a € (0,a), a solucdo
(2(t),0(t), £(t),n(t)) converge exponencialmente para uma vizinhanca de O (w + 0 + a).
Tem-se também que y(t) converge para uma vizinhanca de O (w + 0 + a) de h o [(0*)

Teorema 3.3: Dentro das condigoes do Teorema 3.2, existe uma solugao periddica

exponencialmente estdvel para uma vizinhanga de O (w + ¢ + a) do ponto (z, g, £,n) =

(1(67), 0,0, h 0 1(67)).
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4 CONTROLE EXTREMAL PARA MAPEAMENTOS DINAMICOS COM
SINAL DE HESSIANA DESCONHECIDO

Sendo o objetivo deste trabalho propor que a otimizagao seja feita sem que se possa
afirmar que o ponto de extremo ¢ um maximo ou um minimo, sera desenvolvido neste
capitulo, entao, um estudo parecido ao aplicado no Capitulo 2. Para isso, serd criada
uma situagdo em que o cendrio apresentado em [1], mostrado no Capitulo 3, serd alterado

assumindo que o sinal da Hessiana é desconhecido.

4.1 Formulacao do Problema

Para assumirmos que em [1] o sinal da Hessiana é desconhecido, a principal consi-
deracao a ser feita é em relagao a Hipotese 3.3, que, para essa suposicao, considera-se:

Hipdétese 4.1: Existe 0* € R tal que:

(hol)(8%) =0,
(hol)(6") 0.

Essa hipotese é diferente do que é comumente visto na literatura, mas isso se deve ao fato
de que estd sendo considerado que a Hessiana é desconhecida, nesse caso (hol)”(6*) # 0
e (6*,y*) é o valor extremo desconhecido com 6* € R e y* € R.

Assim como no Capitulo 2, o problema da falta de conhecimento do sinal da Hes-
siana serd contornado utilizando um algoritmo de chaveamento baseado em uma funcao
de monitoragao para a estimativa do gradiente. Com isso, a Figura 7 pode ser redese-
nhada conforme visto na Figura 9. Para que o ganho nao seja confundido com o indice
de chaveamento, novamente iremos considerar o ganho como k;. Por meio da Figura 9,

define-se facilmente o sinal de controle U(t) por:

U(t) = (=)™ ™ kg(1). (132)
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0 | @ =f(z,az,0)) y
y = h(z)
S
S+ wp
-1 k+m
( ) Spm(t) <
y—n
é 1 ~ U ~ g wy
5 s | ki “a s+ wy
asen (wt)

Figura 9 - Esquema de busca extremal para sistema dinamico com sinal da Hessiana
desconhecido.

4.2 Majorante do Gradiente

E sabido que a construcao da fun¢ao de monitoragao é feita com base no majorante
do Gradiente. No Capitulo 2, para encontrar a equagao do majorante, foi necessario
analisar o esquema do ESC, manipulando equagoes a partir do mapa de entrada.

Neste capitulo, vamos tomar como referéncia o Teorema 3.2 visto em [1], retratado
no capitulo anterior, nele os autores afirmam que a solugao de £(t) converge exponencial-
mente para uma vizinhanca de O (w + 6 + a). Com isso, podemos escrever o majorante

de &(t) como sendo

()] < e MUETDIE()| + Re ™™ + O (w46 +a), (133)

sendo A\; > 0 uma constante de ordem O (w + d + a), enquanto que Ay > 0 e R > 0 sdo
constantes desconhecidas. O segundo termo da inequagao (133), é uma exponencial desco-

nhecida com R dependendo das condicoes iniciais (2(0),6(0),£(0),7(0)) do Teorema 3.2.
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4.3 Projeto da Funcao de Monitoragao

Como dito anteriormente, o projeto da monitoragao se da a partir do majorante
do Gradiente, para esse passo, sera repetido os passos analogos desenvolvidos na se¢ao

2.2.2. Definimos entao a funcao auxiliar ¢ (t) como

t

or(t) = e ()] +a(k)e “R) £ a(k) (W +d+a), (134)

onde A > 0 é uma constante de projeto de ordem O (w + § + a), o termo ¢, é o instante em
que ocorre o chaveamento, k é a quantidade de chaveamentos e a(k) é qualquer sequéncia
monotonicamente crescente em k.

A fungao de monitoragao ¢, (t) pode ser definida como [32]

Pm(t) = @k(t), V€ [te, tr41)(C [0, 400)). (135)

Novamente se tratando de uma situacao em que o sinal da Hessiana é desconhecido,
invoca-se, entao, . Visto em (135), sempre |(t)| < @x(tr) em t = t;. Deste modo, o

tempo de chaveamento t; serd definido (para k > 0) por

b — min{t >t : [§(¢)] = wr(t)}, (136)

+00,

onde k € [1,2,...] e tg := 0. Por construcao, a seguinte desigualdade é obtida de (135)
[E@)] < pm(t), VYt € [0,+00). (137)

4.4 Andlise de Estabilidade

Diferentemente do Teorema 2.1, a monitoragdo em (134)-(135) nos permite lidar
com o caso mais geral dinamico com o custo de obtermos velocidades de convergéncia
menores e conjuntos residuais maiores de ordem proporcional a frequéncia w, de acordo
com o teorema a seguir.

Teorema 4.1: Considerando a planta (74) e (75), com a lei de controle (76) e a

funcao de monitoragao (135). Entdo, se w na perturbagao senoidal a sen wt é suficiente-
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mente grande, pode-se concluir que

limsup |0(t) — 0" = O(w+d+a), (138)
t——+o00

limsup [y(t) —y*| = O (w* 46 +a?), (139)
t——+o0

independente do sinal da hessiana.

Prova: Por simplicidade, assumiremos em (133) que o conjunto residual de ordem
Ow+ d+a) =k (w+d+a), sendo k; uma constante fixa desconhecida. Considera-
se dois casos: [£(t)] > O(w+ d+a) e |£(t)] < O(w+ 0+ a). Enquanto |£(t)] >
O (w+ 6+ a), suponhamos por contradicdo que a lei de controle U(t), vista em (132),
realiza infinitos chaveamentos, V¢ € [0,4+00). Entao, o termo a(k) (134) aumentara ili-
mitadamente a medida que kK — 400. Assim, existe um valor finito £ > 0 tal que para
k > k: (i) o termo a(k) serd o limitante superior para k; em (133), tal que k1 (w + 6 + a) <
a(k) (w+ 6 +a), (ii) o termo Re 2! < a(k)et/*%) para Re™2* em (133), e (iii) o sinal
da Hessiana é corretamente estimado, i.e., (—1)*"*™sgn(k;)sgn((h o 1)"(6*)) = —1. Por

conveniencia, define-se

C(t) = e M |E(t)| + Re ™2 + O (w+ 6 +a), (140)

de acordo com o lado direito da desigualdade (133). A partir do item (i) e (ii), conclui-se
que @, (t) > ¢(t), Yt € [tx, tet1). Do item (iii), ¢ é o limitante superior valido para |£(t)].
Consequentemente, nenhum chaveamento ird ocorrer apds t = t, i.e., t,11 = +00 — veja
(136) — o que nos leva a uma contradi¢ao. Portanto, ¢ (¢) deve parar o chaveamento
ap6s algum valor finito k = N e ty € [0, +00), sempre que |£(¢)] > O (w+  + a). Assim
sendo, de (134), (135) e (137), conclui-se que

t
C(0)] < e We(tn)] +alkle UN) 4 a(N) (@ + 5 +a), (141)
O(w—?—%—l—a)

i.e., o gradiente converge para um conjunto residual de ordem O (w + § 4+ a). Lembrando
que no caso complementar ja temos |£(t)| < O (w + 0 + a). Logo conclui-se que £(t) tende
localmente para um conjunto residual de ordem O (w + ¢ + a) & medida que t — +o0.

De forma analoga a que foi desenvolvida na prova do Teorema 2.1, pode-se concluir



que (139) e (139) sao validas ao menos localmente.

4.5 Resultados de Simulacao

Para o desenvolvimento da simulacao, foi o considerado o mapa:

1 - (_(t—40)2
VIoor PV 00

y=—a"+2z— 1.

)+,

e os seguintes valores w =35, a = 0.1 e k; = 0.1.

o1

(142)

(143)

Para encontrar o ponto de convergéncia da entrada z(t) é necessario derivar a

equacao da saida (143), obtendo:

9y

= -2 2
I T+ 2,

(144)

para, em seguida, igualar a derivada encontrada a zero. Sendo assim, nota-se facilmente

que a convergéncia ira ocorrer em x = 1. Na Figura 10 é possivel acompanhar a entrada

x(t) convergindo para o ponto de otimizagao x*.

2 - - - - -

0 50 100 150 200 250 300

Time [seg]

Figura 10 - Entrada do mapa x(t) e o ponto de otimizacao z*.
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O ponto de convergéncia da saida y(t) pode ser encontrado substituindo o valor da
entrada z(t) em (143). Para esse caso, teremos y = 0. Na Figura 11 é possivel acompanhar

a saida y(t) convergindo para o ponto 6timo y*.

15 ' ' ' ' '

10

R e B

10 ' ' ' ' '
0 50 100 150 200 250 300

Time [seg]

Figura 11 - Saida y(¢) e valor 6timo y*.

Por meio de uma derivada de segunda ordem de (143), é possivel definir o extremo

da funcao analisada. A partir de
0*y
Ox?

= -2 (145)

2
e sendo 22 < 0, trata-se de um ponto de maximo. Ainda analisando a Figura 11, nota-

Ox?
se que o sistema foi inicializado achando se tratar de um problema de minimo, porém,
a safda, y(t), comeca a se distanciar do valor étimo, divergindo em aproximadamente 40
segundos. Visto o erro na interpretacao do sistema, a funcao de monitoracao, Figura 12,
realiza chaveamentos até a saida seja recuperada e que a convergéncia do sistema seja
garantida, e identificando o extremo como um ponto de méximo.

Com o intuito de testar a eficiéncia dessa abordagem, apds 150 segundos, a equagao

da saida foi alterada. Para essa mudanca de cendrio, (142) foi mantiva e para y(t) foi
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50 I T T T T

—[¢(®)]
_me(t)

40

30

20 1

0 50 100 150 200 250 300
Time [seg]

Figura 12 - Funcao de monitoragao ¢,,(t) e [£(t)].

definida a seguinte equagao
y =% —6x+ 1. (146)

Para essa situacao deve ser feita uma nova andalise para que se saiba os pontos de

convergéncia de z e y. Derivando a equacgao da saida, temos que

5o =2 6. (147)

Ao igualar essa derivada a zero, encontra-se x = 3 como o ponto de convergéncia, Figura
10. Substituindo o valor encontrado para z(t) na nova equacao de y(t), (146), teremos
em y = —8, Figura 11, a convergéncia da saida. Como na andlise anterior, por meio de
uma derivada de segunda ordem de (146), serd definido o extremo da saida y(t). Sendo

0%y

a2 2

, (148)

2
com gy > 0, trata-se de um ponto de minimo. Analisando novamente a Figura 11 a

0x?

saida foi interpretada com um sinal de maximo e logo apds comeca a divergir. Novamente
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a funcao de monitoracao atua, em aproximadamente 165 segundos, e seu chaveamento

leva a saida a identificar o extremo como minimo e convergir.

o
o

Estimativa do sinal da Hessiana
o
o, o

50 100 150 200 250 300
Time [seg]

L
o

Figura 13 - Mudanca de sinal da estimativa da Hessiana.

Analisando a Figura 12, a trajetéria da fun¢do de monitoragao, ., (), e de |£(1)]
pode ser vista de forma clara. O chaveamento de ¢,,(t), e consequentemente a mudanga
de sinal da estimativa da Hessiana, Figura 13, ocorre nos momentos em que a saida y/(t)
comeca a se distanciar de seu valor 6timo, e pode se repetir até que garanta a convergeéncia,
mesmo que momentanea, tendo um decaimento exponencial da funcao de monitoracao

apés cada chaveamento.
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CONCLUSAO

Este trabalho apresentou uma proposta de otimizacao em tempo real de mape-
amento de sistemas estatico e dinamico desconhecendo o sinal de sua Hessiana. No
Capitulo 1, foi apresentado um caso simples de controle extremal para sistemas estaticos
pelo método Gradiente, servindo como base para o Capitulo 2, onde o estudo do primeiro
capitulo foi recriado numa situacao em que o sinal da Hessiana fosse desconhecido. Como
proposto, foi utilizado um algoritmo de chaveamento que contornou esse problema de
desconhecimento de sinal. Foi construida uma funcao de monitoracao, feita a analise da
estabilidade e apresentados resultados de simulacao.

Para estender esse estudo também para o caso dinamico, no Capitulo 3 foi apresen-
tado o estudo desenvolvido em [1], sendo este um esquema de controle extremal também
pelo método Gradiente. Para o Capitulo 4, assumiu-se que em [1] o sinal da Hessiana é
desconhecido. Novamente foi construida uma fungao de monitoracgao e feita a andlise da
estabilidade, comprovando o estudo através de resultados de simulacao.

Foram apresentados resultados satisfatérios, em que funcao de monitoracao foi
capaz de levar o sistema a convergéncia, fazendo com que a saida do sistema para o caso
estatico e dinamico tivesse o comportamento esperado, e se mostrou eficiente também
quando a dire¢@o de controle (sinal da Hessiana) ou o ponto de otimizagao sofre alteragao.

Uma possivel aplicacao deste método seria em problemas de minimizacao e maxi-

mizacao em busca de fonte em robdtica autonoma,

Trabalhos Futuros

Com relacao a trabalhos futuros, visando dar continuidade a todo estudo desen-
volvido na presente dissertacao com o propésito de manter o desconhecimento do sinal da
Hessiana como desafio, alguns casos seriam pesquisas interessantes, entre eles: desenvol-
ver a versao estocdastica para a abordagem vista; adicionar atrasos na entrada ou saida do
sistema; e, sendo esse estudo desenvolvido em um sistema SISO (dnica entrada e tnica
saida), a possibilidade de desenvolver para um sistema MISO (multiplas entradas e tinica
saida).

Porém, a poposta de maior relevancia seria, sendo este trabalho todo desenvolvido
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pelo método Gradiente, aplicar todo o estudo desenvolvido para o ESC pelo método de
Newton.

Pelo método do Gradiente, a taxa de convergéncia e a estabilidade podem ser muito
sensiveis a curvatura do mapeamento da planta. Para que as condicoes de estabilidade
sejam garantidas sobre um dado dominio de operacao, usa-se uma sintonia mais conser-
vadora, o que resulta em uma otimizacao lenta. De forma a contornar esta caracteristica,
foi desenvolvida a busca extremal pelo método de Newton, Figura 14. Por este método,

a taxa de convergéncia é independente da curvatura do mapeamento da planta [27].

40 . (1)

4
O
—~
~—

_|_

A

D>

=

| =

A

|

ﬁ

Q>
:T: =

I = w, ' — w,J—[F2

=
E

Figura 14 - Esquema de busca extremal baseado no método de Newton.

Uma dificuldade a ser contornada nessa proposta é pelo fato do sinal da inversa
da Hessiana (H ') ser necessdrio para ser se inicializar I'(0). Pelo método de Newton,
emprega-se uma equagao diferencial de Riccati cuja solugao é dada por I' (t). O erro desta

estimacao ¢ dado por
D(t)=T()—H", (149)

Uma possivel solu¢ao para essa situagao seria substituir a equagao diferencial de

Riccati por adaptacao via Swapping [34].
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