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RESUMO

Reis AlexsandroNogueira Analisedeguias de ondas pelos métodos vetorial magaét
dos elementeBnitos 116f. Dissertacdo (Mestdo em Engenharia EletrbnjdaFaculdade
de Engenharia, Universidade do Estado do Rio derdafo de Janeiro, 2011

Nestetrabalhg € apresentada uma formulag&o apropriada a andlise de guiadade on
eletromagnéticos, cobrindo do espectro de microondasdaé@ptica Nas regides a partir do
ultravioletg os comprimentos de onda séo equivalentes as dimensdes atdbmicas e a formulacao
necessita de uma abordagem quantica, que ndo é consideradesstuekieA formulacéo é
fundamentada nos métodestorial magnético €os elementos finitos (MEF), em meios ndo
homogéneos, anisotrépicos e nao dissipativos, embora a dissipacdo possa ser facilmente
introduzida na analiseDeuse preferéncia a formulac&m o campo magnético em vez do
elétrico, pelo fato do campo magnético ignorar descontinuidades elétricas. Ele é continuo em
regibes de permeabilidade homogénea, propriedade dos meios dielétricos em gel (
independente da permissividade dos repes meiosconquanto 0os campos elétricos sejam
descontinuos entre regides de permissividades diferentes.

Palavraschave Método de GalerkinElementodfinitos. Curvas de dispersadcquacéo da
onda Meio anisotrépico e ndbomogéneo.



ABSTRACT

This wolk present a suitable formulation to the analysis of electromagnetic
waveguide, covering the spectrum of the microwave to oplicsegions from the ultraviolet,
the wavelengths are equivalent to atomic dimensions and the design needs a quantum
approachwhich is not considered in this study.he formulation is based on timeagnetic
vector and thefinite elementmethod (FEM), in norhomogeneous, anisotropic and non
dissipativedielectric materialswhile the dissipation can be easily introduced in thedyeis.
Preference was given to the formulation with the medig field because the magnetic field
ignores electrical discontinuities. It is continuous in reggoof homogeneougermeability,
property ofall dielectric materials(u=po), independent of th permissiveness géspective
regions while electric fields are discontinuous between regions of different permittivities.

Keywords Galerkin method Finite elements Dispersion curvesWave equation Non
homogeneouandanisotropic dielectric materil
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INTRODUCAO

Como nem sempre € possivel encontrar solucdes analiticas de guias de ondas
eletromagnéticos, devido a estas estruturas ndo se adaptarem a um dos onze sistemas de
coordenadas ortogonais, pela mao direita, que existem na natureza, a analise dos guias de
ondas h& algum tempo tese concentrado nos métodos numéridds13] Entre muitos
outros, como por exemplo o método das diferencas finitas e 0 método dos elementos finitos,
este Ultimo tendo se consagrado pela facilidade de utilizacdo e da adaptafgienées
fronteiras[14,15]

O método dos elementos finitos (MEF) é uma ferramenta essencisblngées de
fendbmenos relaciowi®ds aos sistemas de equacdes diferenciais sob condi¢cdes de fronteiras,
portanto, de aplicabilidade em vasta area cientifidatroenagnetismo, termodinamica, aero

espacial, nuclear e muitas outras.

O emprego do MEF nas solugcbes dos problemas de contorno (equacdes diferenciais

mais condicdes de fronteiras) compreende 0s seguintes passos:

- Transferese o sistema de equacdes difieiais a um sistema integral, seja pelo método
variacional (se existir um principio variacional regendo o fenbmeno, ou melhor, se os graus
das derivadas forem de ordem par, caracterizando operadoregiautims) ou pelo método

dos pesos residuais, Budn®alerkin, caso o fendbmeno né&o asejestabelecido
variacionalmente. @¢ttanto, antes de se aplicar o MEAmprescindivel transferir o problema

a um sistema de equacdes integrais, que neste trabalho é realizado pelo método de Budnov

Galerkin.

- Em seguidadiscretizase o dominio espacial analisado em-dalminios, os elementos
finitos. Os subdominios frequentemente escolhidos sdo os elementos triangulares e
guadrangulares. Neste trabalho, foi dada preferénciaeleosentos finitos triangulares

retangulaes

- O problema tornae discretizado pela consideracdo de uma fungcéo aproximada no lugar da
funcéo continua, expandida por funcdes de Lagraeferentes aos nds de interpolacdo dos
elementos finitos. Estas funcdes de Lagrange s&o conhecidas porsfudeoteste,
coordenadas ou de forma. Aparentemente, houve introducdo de duas fontes de erros; a
funcado incégnita substituida por uma aproximada e o dominio que € estabelecido por uma

rede de sulllominios que nem sempre reproduz perfeitamente as regigsfes espaciais.
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Entretanto, como a malha de elementos triangulares deve ser automatica, é facil se ter
densidade de elementos que ndo sé reproduzam perfeitamente a regido analisada como
também a funcdo procurada. Assim sendo, o MEF converge, sedagjua solucéo

procurada.

- Aplicando o MEF a formulacdo integral, o problema se discretiza e assume a forma

matricial.
- A solucag portanto, se resume na resolucaaigeproblema matricial.

Neste trabalho, é apresentada uma formulacdo adequada a @@djisas de ondas
eletromagnéticos, cobrindo o espectro de m@rdas até o da Optica. A partir do ultra
violeta, a formulacédo ndo € mais valida, pois como os comprimentos de onda envolvidos séo
de ordem moleculares, necessario seria uma obordagenicguiug ndo é considerada neste

trabalho.

A formulacéo € fundamentada nos métodos vetorial magnético e dos elementos finitos,
meios ndo homogéneos, anisotrépico e ndo dissipativos-sdpweferéncia a formulacao
com 0 campo magnético em vez do elétripglo fato do campo magnético ignorar
descontinuidades elétricas. Ele é continuo em regides de permeabilidade homogénea,
propriedade dos meios dielétricos em geral=(pp), corgquanto os campos elétricos séao

descontinuoga fronteiraentre regides deiferentes permissividades

Das formulacdes integsaadequadas a andlise de guias de onda, abordadas desde a
década de 70, as que mais se destacaram foram: A hibrida e a vetorial magnética

fundamentada no vetor magneético transversalkk).

A formulacédo hibda, que tem por base dsas equacdes longitudinais delidholtz
escalares ( a elétricajEe a magnética (H) foi muito usadgara se analisar quias em micro
ondas e opta [3,5,§. Esta formulacdo n&o suprime os modos espurios, aqueles sem
existénda fisica. Porém, isto ndo diminui a eficiéncia da formulacdo, visto que os modos
espurios séo facilmente detectados pelos gréaficos das componentés [8. As solucdes
espurias sdo mod@ue ndo satisfazem a condig‘ﬁcﬁ: 0 e, como na formulacaubrida,

ndo ha nenhum termo que faca referéncia a esta condicdo. Consequentemente, surgem

solugdes de modos nos qusigii O .

Ao contrario da formulacéo hibrida, na formulacdo vetorial magnética esta condicéo &

imposta naturalmente, ao se substislutomponente H= % VeH:, para meios sem dissipacao



17

y = j1]b Hduve outras abordagens em que o te¥hio foi imposto a formulagcéo ao preco
de se acrescentar a elan coeficiente de penalizacad.[7Este método ndo seguiu adiante ao

se veificar que o coeficiente de penalizacao podia introduzir erros a solugéo.

Na presente dissertacdo, o sistema integral é obtido pelo método de -Baladkin

aplicado a formulacdo vetorial magnética com exclusdo dos modos espurios. Portanto, em

funcdo smente do vetor magnético transversEfI[(: Hy+ ﬁy).

Constam os seguintes capitulos nesta dissertacdo de mestrado:

Secdol - Formulacdo da analise de guias de ondas dielétricos pelo método vetorial
magnético

Neste capitulo éapresentada, pelo método de GaleBiudnov, a formulacdo
apropriada a analise de guias de onda, operando em banda de frequéncias da regido de micro

ondas até daoptica,com énfase em guias dielétridas.

Sec¢aa2 - Funcdes de forma lineares dos elementdisitos
Neste capitulo, sdo obtidos rigorosamentiiasdes de forma lineares dos elementos
finitos triangulares e os respectivos termos referentes as integrais de area e de forma que

compdem a formulacéo da andlise.

Secdo31 Analise dos resultados
Neste capitulo, a teoria desenvolvida neste traballgiéada a analise de diversos
guias de onda dielétricosA eficacia do método é verificada, comparasdms resultados de

algumas estruturas com aqueles apresentados na literatura.

Secaod i Concluséo final
Neste capitulo, é feita uma breve avaliagddrdbalho desenvolvido.
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1 FORMULACAO DA ANALISE DE GUIAS DE ONDAS DIELETRICOS PELO
METODO VETORIAL MAGNETICO

1.1 Introducéo

Neste capitulo sera apresentada, pelo método de Gar#titov, a formulacdo
apropriada a analise de guias de onda, operandmaada de frequéncias da regido de micro

ondas até daoptica,com énfase em guias dielétridas.

Entendase por guias dielétricos uma estrutura condutora de ondas eletrowagynéti
uniforme ao longo do eixa@), com secéao transversal em (x,y). A segansversal do guia,
invariavel ao longo do eixo da estrutuéalimitada por fronteiras elétriomou magnética,
envolvendo 0s seguintes materiais: isotrOpicos ou anisotropicos, homog@éneos
heterogéneoscomo mostrado naiffura 1 Embora materiais oo perdas possam ser
facilmente incluidos na andlise, com as permissividades substituidas por parametros

complexos§=c-jes6) , este trabal ho se | imitar8 some|

C/Z

Figural - Secao transversal do guia @eda uniforme com meios anisotropicos e nao homogéneos, limitado por
fronteiras elétrica e magnética perfeitas.

X

Pela notacdo de conjunto, té&m:

- A fronteira que limita o guia de onddescrita pelas curvds, , I'e, ['ceI'; mostradas na

Figural.
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I'=T'eUl’nUlgUIy
[eT elétrica
I'm T magnética
[ZUTI'1 T entre duas regides
O guia é constituido pelos dominios abertos, mais as respectivas froiiteiras (
Q=Qy U UQ, U’
Q - regiao fechada
Y - aberto de cada sulegiio m= (0,12

Os dominios abertos da estrutura sédo caracterizados pelos parametros permeabilidade

(n=po; w=1) e permissividade isotropica ou anisotropica.

A anisotropia se reladma ao tensor de segunda ordem, pefguinte diada:

Exx &y O
[e]=|eyx &y O
0 0 g,

- - - - - > - - -
=X e X X sxyy+y syxx+ysyyy+z €777

ondegnm :Sogrnm
Na isotropiagxy=ex,=0 eexx=¢yy=€s~¢.

A fronteira condutora perfeita pode ser elétrica, magnética ou mista.

Fronteira elétricdl'e)
ﬁ/\Ebre:O e T_i'ﬁbrezo

Nesta fronteira, as componentes tangencial do campo elétrico e normal do campo

magnético sédo nulas.

Fronteira magnéticé )

Esta fronteira € a dual da anterior, ou seja, as componentes tangencial do campo

magnético e normal do campléteico sao nulas.

Fronteira mistal’ =(I', + I'e)
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Sao fronteiras constituidas pelas duas anteriores: trechos elétricos e segmentos
magnéticos. A excitagdo harménica considerada sef4 e a andlise sera desenvolvida,

somente, com as ondas diretas, repraskas por &%

A andlise se resume na solugdo do problema de valores de contorno, referente ao

campo magnético regido pelos operadores:
L(H)=0  nos dominios@) 1)
B(H) = G(') nas fronteirasly)

A preferéncia por se modelar os guias dielétricos pelo campo magnético € devida ao

fato do campo magnético ndo sofrer descontinuidades nas fronédétaicks.

1.2 Problema de Valores de Fronteira @neralizado

O prdolema de valores de fronteirag.E(1), pode ser solucionado pelo método
variacional [1,2] ou, diretamentgpelo método de GalerkiBudnov [3], este Ultimo sera o

adotado neste trabalho.

A formulacdo da analise proposta (problema de valores de fronteira) se baseia nas
equacdes de Maxwell, para meios anisotrdpicos, sem fontes, nos quais a pdedessv

caracterizada por umaatia,s, = [¢/], tensor de segunda ordem:
(Faraday) VAE=-j & po H
(AMpérd - VAH = j o o E 2)
(Gauss) V-([&]E) =0
(Fluxo-magnético) V-(uoH ) =0
Aplicando o rotacional em ambos ados da equacdo de Ampéna Ej. (2) temse:
VA (ivAﬁ) = j o £o(VAE) (3)
Substituindo a equacao de Faraday na eq. (3)séem

VA (sr'1V/\ﬁ )=+ cozuosoﬁ 4)
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Considerando o nimero de ondaar Ko = o,/p,€g9 = % = /21—: na eq. 4, obté-se a

equacgao

VA (e 'VAH) -KZH =0 (5.1)
Em linguagem de operador, a eqg. 5.1 é expressa:

L(H) = VA (& VAH) - K H (5.2)
Portanto, o prdiema de valores de contorno é fundamentado em:

L(Ff) = 0- no dominio da estrutur&y;

B(Ff) = G() - nas fronteiras da estruturg){ (6)

B( ) - (Boundary) significa o operador que o campo magnético € submetido nar&onte

1.3 Formulagao por Galerkin-Budnov

A solucdo do problema de fronteirag.K6), pelo método variacionafoi apresentada
em [3], ondeo termo do operador da formulacdo, que ndo éadjtmto,foi considerado
como nao fazendo parte do referido operador, mas comoelemento de fonte da

formulacdo. Assim, o problema de valores de contorno passa a ser regido por um novo

operador kL (H;), auteadjunto, ou seja:

L. (H) = (Ho) o (Ho) T elemento de fonte (7)
B(H) =G(r)

onde Ly (ﬁt) € um operador awadjunto e g(ﬁto) é o elemento de fonte

Ao garantir que o operadoy keja auteadjunto, a solugo da eq. 7 é encontrada pelo

funcional quadratio [4,5] (veja apéndice C, eq-12):
F(H) = <L (Hy), He> - 2< g (Ho), He> (8.1)

onde <i,v> é o produto escalar de doretores no espaco de Hilbetts () definido pela

funcdo de peso unitario(r)=1:

<i, 0> =[lqo(r) (@ . P) ds (8.2)

! Vide apéndice C: Formulagao Variacional a partir do MétodButnov-Galerkin.
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Entretanto, o formalismo encontragdela aplicacdo dMétodo Variacional [4,5], que
consiste em minimizar o funciondescrito na . (81), € o0 mesmajue se obténpelo
Método deGalerkinBudnov (MGB. Por ndo exigir que o operador seja aatjunto,esteé
muito mais simples e direto para utilizacdo do que o primeiro método. Devido a facilidade de
aplicacdo do Método de Galerkin, deei preferéncia a ele na formulag&@ondodelo referente
a andlise dos guias de onda dielétricappstos neste trabalho

O método de Galerkin, consiste em expandir as funcdes procuragaslyfHbor
funcdes de base de um espaco diedti e projetar o operador dajH5.2) em cada eixo

(funcdo) de um outro espaco, referenciado por espaco de pondgr2icdo

Se o espaco de ponderacédo for diferente do espaco de base, o nuétaldecéo por
método deGalerkinPetrov Caso contmdo, se os da@ espacos confundirese, sera

denominado por métoddeGalerkinBudnoy, o qual serautilizado neste trabalho.

1.31 Aplicandoo Método de GalerkiBudnov (MGB

O objetivo é resolver o problema de valores de fronteira, relacionado ao operador

vetorial magnético (eq. 5.2). (vide figulg:
VA (e7*VAH)) - K Hy = 0, no dominio (2) (9)

Satisfazendo as condi¢des de fronteiras a seguir:

Quadro 1

a) Interface entre dois dielétrico

Tangenciais Normas
A ([e] 2 Vin Hul [e2] 2Vin Hp) i A (Vina Hui Via Hp) =0
Apéndice A (eq. A6) (eq. A7)
oust A (Hui Hp)=0

b) Paredes condutoras elétricaperfeitas (PEC)

A (et Via Hy) =0 7-Hi=0
(eq. A8) (eq. A9)

c) Paredes condutoas magnéticagperfeitas

ﬁAﬁt=0 r_i-(Vt/\ﬁt)=O
(eq. A10) (eq. A11)
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As condigOes de fronteiras do quadrséb obtidas no apéndice A.

1.3.2 Formulacdma Forma Forte

No espaco de Hilbetti’s (Q2), a formulacdo do problema pelo®B tem inicio na
formaforte: expandemse as fungdes procuradag(Hy) , Hy(X,y) no espaco de fungbes de
base, que séo as fun¢bes de interpolacéo (funcbes di fdomelemento finitos, no damo
transversaf2 disaetizado do g de onda:

- NGx NGT
HO) = D ay Nauy)% + ) Gy Na (617 eV (10)
n=1 m=(NGx+1)
U NGx: n6 global maximo da componentg H

U NGT: nimero méaximo dos ndagobais
U NGy = (NGTi NGx): namero maximo do n6 global da componente H

Para aliviar a escritura da expanséo do campo transversal, serdo usadas as notacées

U @y, (Xy) = N,(x,y)X - Fungéo de base da componentgxty) relacionada ao RO
global (n);

U @, (Xy) = Ny(x,y)y - Funcdo de base da componentgxly) relacionada ao R6
global (m);

U Np(x,y) i Séo as fungbes de intetpgéo (fungbes de fora) do elemento finito
referents ao nogylobais (p = n,m);

U gy, i Coeficiente ou coordenada da funcéo de gaséx,y);

U g, - Coeficiente ou coordenada da funcéo de ggse€x,y).

A eq.(10) é escria abreviadamente:

Hi(x,y) =[ He(x,y)% + Hy(x,y)§ ]e Y (11)

Na definicdo do produtinterno no espaco de Hilbert {E8.1), o vetorH, sera
multiplicado escalarmente pelos conjugados dos vetores de ponderdgéappara estruturas
sem perdasy(= jp) podese anitir a parcela exponencial najH11), pois esta sera suprimida
na operacao do produto interno.

A equacdo de Helmholtz (eq. 9) € desdobrada em duas equacdes (veja Apéndice B),
uma relacionada a componertansversal (Eq. B.11 ouqEB.18) e a outra, relaciada a

componente longitudinal (£ B.12):
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Componente transversal

Vin( Ky Vina Hy) - Z A [(Ke)-(Via @ Vi- HO)] +v2Z A [(Ke) - (Z A H)] T ko?Hy = 0 (12)

Componate longitudinal

Ve[ Kl [ % (Vi (Z Vi-H)) -y @ AH)} - kH,= 0 (13)

A Eg. (13), que se refere a componente longitudidalequacdo de Helmholtz, eq.
(5.1), é identicamente nula (veja aykce B, item B.3.3). Por ceeguinte, o operador que
rege a analise dos modos em guias de onda dielétricos, passa a ser deisanbentepela
componente transversal da equagdo de Helmholtz, ou seja, pdldeq.

Li(Hy) = Via( ko Vi Hy ) - Z A [(Ke)- (Vin (Z Vi- HOL+ 722 A [(Ke) G A H) T ko?Hy  (14)

O problema de vates de fronteira é definido sagdo transversal do gude onda:
L(Hy) =0

Satisfazendo as condi¢cfes basicas de fr@n@uadro ) para estruturas sem perdas,

0 campo transversal proado,Eq. (11), sera:

Hi(xy) =[ Fe(Y)X + Hy(x,y)y Je i (15)

1.3.3 Aplicacdodo métodode GalerkinBudnov- formulacédo drte H%s ()

Considere dois espacos de funcdes de ponderacdo, um referente a campenent

outro, referente a coponente y. Projetseo operadared.(14), em cada um dos respectivos

espacos:
{Brx, ¥)  n=1, 2} 3éEEMGH,,>=0 (16.1)
{Byux, y) & m=1, 2, 3é&a(H)MG>=0 (16.2)

Onde <L, (ﬁt), Py,> = floL (ﬁt) Py, *ds

< Lt (H)t)1 @ym> = .”Q I—t (ﬁt) @ym*ds

sdo os produtos escalares no espaco de Hilbert das compongntes) (definido pela

funcéo de peso unitaria(r) =1.
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A projecéo da component_éx(x,y) no espago de ponderagag,{(x,y) = N, (x,y)X ;
n=1, 2,abBtida substituindo a e(lLl4) em (16.1):

A Vin( ke Via Hy) - 7 A [(Ke) (Via @ Ve Ho)] +7%Z A [(ke) @ A H)] T koPH, Py, >=0
Que se desdobra em:

<[VeA(Kez Ven H), @, > - < Z A (Ke) (Ve (Z Ve HON L @, > +7°< 2 A [(ke) @ A HYL

—

By, > - ko’< Hy, @, > =0 (17)

A projecdo da componente,(d,y) no espaco de ponderaggg, (X,y) = Ny, (x,y)y
param =1, 2}& MNesultante da substituicdo da Eq. 14 na(E6.2):

<[Vi A(Kez Vin HY), @y, > - <7 A [(Ke) (Vin @ Vi- B, By > +7< 7 A [(Ke) @ A HY,

—

@y, > - ko< H;, @y, >=0 (18)

O problema é sakionado pelo sistema das duaguicbes (17) e (18). Ambas

diferenciamse apens com relacdo ao espaco de ponderagdo em que o operddprel

projetado, ou seja, no espaghs(x,y) e @, (X,y).

A formulagcédo representada pelaguBcoes (17) e (18) enconBa no espaco de
Hilbert H5(Q), isto é, na forma fte, consequéncia das fortes restricbes impostas pelas
derivadas de segunda ordem, nas funcdes de bake nizs primeiros e segundos termos das

respectivas equacoes.

Em H%s(Q), aderivada segunda exige que as fun(;ﬁgéx,y) = Hy(X,y)X + Hy(X,y)y
sob a acaalo operadgrassim como suas primeiras derivadas sejam continuas em todo o
dominio espacial (¢) da estrutura, além de satisfazas condi¢cdes de fronteira (B) do
problema. A forte restricdo impost® @perador compromete a converg@ dafuncéo
tentativa da B. (11) a solucdo procurada. O impasse € superado aumersargofuncdes
admissiveis ao domio do operador, pelo enfraquecimento das restricdes impostas ao campo
ﬁt(x,y). A formulagcdo no dominio majorado de furgdedmissiveis é conhecida por:

formulacdo fraca do problemagc).
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1.3.4 Formulacdoraca Hg(Q)

A formulacdo fraca se situa engff2), na qual a Unica restricdo imposta sobre as

funcdes de base ige que elas sejam continuas no dominio fechéde Q + {i) da estrutura.
Ao contrario da formulagéo forte, na forma enfraquecida ndo ha necessidade de continuidade
da primeira derivada, estendersky assimp domihio dasfuncdes admissiveis a solugéo

exata do problema.

O sistemalas equacdes (17) e (I®réao simultaneamente enfraquecidas.

O enfraquecimento consiste em compartilhar os dois graus de derivagcao naﬁfungéo

com as fungdes de ponderagdg(x,y) e @, (x,y) nas guacdes (17) e (18).

Ha dois termos nas respectivas equacdes que se encontram no espaco de

Hilbert H’s (Q), e que sédoesponsaveis pela forma forte da formulag&o:

A T.= <[vt /\( Kzz ViA H)t)]’ (_P> >
A To=-<Zn[(ke) (Vin Z Vi- H))], 3>

a) Enfraquecimento do termq T

Pela identidade vetorial¥V;- (A A B) =B - (Via A) T A - (ViAB)

—

Considerando qu& = K,, (VA H;) eB=§ temse:
T1= <[Vi Ay Via H)L @ > = < (K Via Hy), Vi A G > - $[@ A( Kz Vin H)RAT

No Apéndice C, item €, BE. (G-17), € comprovado que o termo de fronteira € nulo,
quaisquer que sejam as fronteiras:ral@ét magnética ou entre duas regides contiguas. Assim,

o termo (&) é enfraquecido pela identidade:

<[Vi A(Kkzz Via H)L 3> = < (k2 Via Hy), ViA @ > (19)

b) Enfraquecimento do termo T

To=-<7z A [(Ke) (Vin (@ Vi- H)), 6>
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No apédice D, k. (D-6), mostrase que o enfraquecimento deste termo se relaciona a

igualdade:

-<EA[Ke) (Vin @ V- HO) L3> =11 (Vi H) Z [V A(CKz (24 @ )ds +$(VeH)[ ZA[(Ke)
(EA 3)]] Tidl

Substituindo as @uacles (18) e (19), comi = ¢x, na Fy. 17, temse a formulagéo

fraca referente as funcdes de ponderagg@{, n=1, 2, é é é NG

< (kez Vi AHY), Via@n > + [, (VeHD) ZIVi AKedZAG)]ds + 6. (VeH)[ ZAl(Ke) EA Gen)] Tidl

+v°<7 A [(Ke) ( A H)], @y, > - ko™<Hi, Bxn>=0 (20)

Substituindo as & (18) e (19), conp = Gyn , Na Hy. 17, temse a formulagéo fraca

relacionada as funcdes de ponderac@gf , m = 1,2, éééNG

< (keVinHy), Viaym > + ff,, (Vo) ZIVia(kedZaGym)lds +6. (VeH)[ ZA[(Kx) @A Gym)] Tl

+7<Z A [(Ke) G A H)], Bym> - ko< He, Gym> =0 (21)

1.4  Adaptando a formulacéo e Galerkin-Budnov ao métododoselementos initos

Neste item,a formulacdo do problema de valores de fronteepresentadas pelas

equacotes (20) e (21), sera adaptada ao Método dos Elementos Finitos, que efetiva a solucéo

procurada

Nas FKjuacteg20) e (21), consideraize:

A definicdo do produto interno no espaco de Hilbelg (&), Eq. (82), referenciada por
conveni&cia como . (22):

<t, 0> =[lqo(r) @ . P) ds (22)

O campo magnético transversalg.H11), em regibes sem perdas:, referenciada por

conveniencia comodge (23):

T—I_)t(xiy) = HX(X’y)z + HY(X'y)y) (23)

As respetivas componentes sdo expandidas pelos vetores de base, que se referem as

funcdes de interpolacdo dos elementos finitos:
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7 NG
Hi(X,Y) = X0EF Qxn@xn (X Y) + Zmeq Aym @ym (X, ¥)

onde
Bxn(X,y) = Na (X,y)X
Bxn(X,y) = Nm (X,y)y (24)

Os vetores de ponderacéo se identificam aos vetores de base:

Pi= (1, 2,03, éppx= NeGX,y)X (espaco x)
PR= (1,2,)3, éppy=MNey)y (espacoy) (25)
Substituerrseas equacodes (22, 23 e 25) na equacao (20):

Pk= 1, 2, 3, €eéNG

[la ke ViA(HE + H)OI[VA(Np,R)]AQ + [l (Vi- He) {Z[Vin [(Ke) E A ZNpJJ}d Q +
Vlla{Z A [(ke) @ A (HxX + HF)]} & NpddQ + $(Vi-Hy) {Z A [(Ke)(Z A )NpJ} -l T

KoZllo Nex(Hy + Hyy)-%dQ2 = 0 (26)

Substituindo as equacgdes (22, 23 e 25) na equacidd@bs

R= 1,2,3,¢é..NG

[la kel ViA(Hy® + Hy3 )] [VANp@)dQ + [fo (Vi Hy) {Z[Vin [(Ke) Z A §)Np ]I} Q +
P lla{Z Al(ke) @ A (Hd + HI)H (7 Ne)dQ + $(VeHy) {Z A [(Ke)(Z A F)NpyJ} -7l i

Kollo Npy(HeX + Hyy)-ydQ =0 (27)

No Apéndice E, a formulacdo do problema de contaleecrita pelas guacdes (26) e

(27), € obtida com os argumentos do método dos elementos, fonittes

{PX’ n}

{Py, m}

(xJbe refereén Idds néglobais relacionados a compaone (H.);

(3, 2 segdfef@m aos neglobais relacionados componente (§;

(Px, Py) T séo identificados as linhas da matriz do problema discretizado pelos elementos

finitos.
(n, m)i sdo condizentes com as respectivas colunas da matriz.

A formulacdo adaptada ao método dos elementos finitos € definida pelas duas

expressoes:
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1°) Referente a equacao (2gyide Apéndice E)

Pk= 1, 2, 3, €éNG

I Ay (lloe KaGETR) + 4y (GEZ) + oy (FEZE) - yhy(Nex Noldse -
(G EDKASNex T+ T ayllloe AT+ (o (G5
(2 D) 24 (N Nl - (550K ()] §(Nps Syl ©

Ko"YASx lad(Npx Nn)ds.= 0 (28)
2°) Referente a equacéo (27yide Apéndice E)

PR= 1,2, 3, éé6NG

TN, {floe [l SETE) + (ox (GETD) + koo (GEZ)- 1k (Ney Nolldse -
[@Dkyx + @ENke)] SNoy 20l } + Ny, {Jloe ke 52D T m) +
o SEEZ) T 4Pk(Npy Nl - (B8 + (B:5)kod $(Npy S i

ko’Z s [lae(Npy Nm)dss = 0 (29)

As Equacbes (28) e (29) estdo quasenms para serentilizadas m método dos
elementos finitos, faltandanalisr o termo da integral de linlke ambas equacogmra que a
sua aplicabidade se faca sem nenhuma aroilgde. Estes termos sdo estudado
Apéndice F, onde se conclujue as fronteiras condutas magnéticas perfeitas (PMC) néo
contribuem na formulacdo do problema, j4 que a integral de linha é identicamemtessals
fronteiras (vide apéndice F, item 2.1). Portanto, os termlesfronteiras relacionados as
Equacdes (28) e (29) sdo dependesmsente das fronteiras condutoras eléirjperfeites

(PEC) e da interface entre dois elementos finitq@)(L

Integral de linha dadtiacao (28):

I:)X: (112x)3,éNG

ONp ONp

To™ Znet x, (F-X)Kyy+(1-F)Kyy) {Iip(pec) (pr )dl +[Lq0) (NPx )dlq}
— —> —> —> m 6 m
Ty Zmet Ay (B0 B5)ks) {Jepipeey (Npx 5 2)llp + gy (Npx 5 )l (30)
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Integral de linha daduacéo (29)

R= (1,2,)3,¢é.NG

— — —> —> aNn aNn
Ty~ Zrl\fgi( an((n'X)kyX+(n'Y)kxx) {-[Lp(pec) (pr ox )dlp + j|-f1(i) (NPy ox )dlg}

Tyy= Bt by (E DK 50K {Jipipec) (Ney 5 2l + ey (Ney =5 2)dle (31)

1) Fronteiras elétricas condutoras perfeitas@PE

Nas fronteiras (PEC), as integrais de linha das equacdes (30) e (31) serdo nulas quando

a regido fronteirica a parede elétrica condutora perfeita (PEC) for:

1) Anisotropical diagonalizada:

Se( kg =kyx) =0 e (k# Kyy# kzz) € as fronteiras (PEGorem horizontaiu

verticais. Ver Apéndice Ftdm (2.2.2).

2) Anisotropial uniaxial:

(kxy:kyx):O; (k(x: yy) ¢kzz

Nessa circunstitia, & integrais de linha de ambas equacdes séaalas,

independentementta orientacdo da fronta (PEC) Ver Apéndice F,tem (2.2.3).

3) Isotrépica:
( kxy: kyx: 0 ; ( I‘§<x: kyy: kzz)

Essa situacdo € uma particularidade da anisottopaial. Portanto, nessa
circunstacia as integrais de linha em (PEC) seréo nulas, independendo também da orientacéo
dafrontara (ver Apéndice F,tem 2.2.3.

Para qualquer circunstancia diferente destas trés, a integral de linha nas fronteiras

(PEC) né&o séo nulasdevem ser calculadas.

I Interface entre duas regides

Nas fronteiras inteelementos finitos (), samente nos casos em que as regides
fronteiricas forem homogéneas (0 mesmo meio anisotr@pigsotropicd € que a integral de
linha se anula, independendo da orientacéo da fraigter Apéndice F,tem 2.3.
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1.5 Formulacdo matricial do problema discretizado

As Equacdes (28) e (29) e as consideracdes sobre as integrais de fronteiras, equacdes
(30) e (31), transformam o pfloke ma d o A c o nt 2 nuadod), nurg grablemax o 9
matricial de facil solucgéo.

A incégnita do problem& o campo magnético traressal, portanto, as coordenadas

dos vetores de ba¢e, ,q,,) em que o campo € expandido, ou seja:

ﬁt(x,y,z) =ﬁ’t(x,y)e‘YZ
onde
Hi(6Y) = ZNG (2, Na (o) ) X+ ING (g, N (7)) 7
{ Np(x,y): P=(n,m)} séo as funcdes de forma dos elementos finitos.
O campo magnético transversa éndicadoparase modelaa analise, pois:
H,(x,y) :% VeH:  meios sem perdag=-jB ; B= neko
Temse, assim, o0 campo magnéticaatot

H :ﬁt + glﬁvtﬁt) 2

A constante de propagac@ioem funcdo de kse relaciona a curvde dispersédo do

modo analisado ea@btida pela solucada equacamatricial.

A aplica-«o do ME F transf or ma um prob

discretizao, relacionad@ um problemanatricial.

O problema proposto neste liedho é discretizado fs. (28) e (29)] pa matriz

referente ao Quadroclijos respectivogemos sao vistos nos Quadros 2 & Seqguir:
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Quadro 2 - Sub-matri zes (Ax, Ax) relacionadas a equacao (28).

Pk= (1, 2, ,3& €linndkGla matriz)

aNpX aNn ONpyx aNn)

)+ [(ky (22

[(B-R)Kyy+(B-F)key] [ippec) (Npy O—XH)C"p T [(Wa)y XKy - Kyy) + @y V) Kayw) - Key@)]
JLa® (Npx aNn)C"q

dONpx dNp

dy ox )] - I<02(NPX Np)}dse -

Axx(Px,n) ZNGXJ.J‘Qe{kzz(

+ Ky (

aNpX aNm aNpX aNm aNPX aNm

AXy(PX’m) ZNGY ”Qe{ kzZ( [(kyy( )] kO (NPX m)}dse -

xy(

— —> — —> a m
[(B-X)Kyy+(BF)Key] ip(pec) (Npx— x

.[Lq(l) (NPX aNm)qu

Sy I T [(By- X)(kyy<1) - kyy<2)) + (1) V) Keyr) = Kay)]

Quadro 3 - Sub-matrizes (A, Ay) relacionadas a equacao (39

P= (1, 2, 3A& @inhas@a matriz)

apr aNrl apr aNn apr aNn

=)+ k(5

Ayx(Py,n)= XN Noel - kel )+ [k (55 =1 - ko*(Ney Nn)}dse -

— —> — = a n

[(A-X)Kyx+(N-y)Ky] ILp(pec) (NPy A )dlp T [y DKy - Kyx@) + @Ay P Kax) - Kex@)]
qu(.) (NPy aNn)dlq
Ay (Rum)= I, ok s S22 + [(ke (G + ki (2] - K?(Ney N}l -

ax

— —> — = a m
(Rt ETked feppee) (Npy 2

ONm
fLa@ (Npy — x 5y

)dlp i [(n(l) X)(Kyx() - Kyx2) + (n(l) Y kex) = Kx2)]

As integais de interface nos quadro3 €(@3) estao relacionadas ao vetor unitafig.
A integral|/(Npy %}dlq, por exemplo, é referenciada ao element), @ue é calculada com a

seguinte observacgao:
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E:
Figura2 - Integral de linha inteelementos referenciada ao elemento E1.

1 ON,
flij@(pr 21 dly (elemento (1))

Triedro positivo no elemento (E (31, 81, 2).

Pelos Quadro? e 3, temse a matriz referente a formulacao discretizada:

Quadro 4 - Matriz referente a formulagéo discretizada pelo Método dos Elementos Finitos

Pk= (1, 2) 3BNG( 1, 2, 3£€» Nlhhas da matriz
n = (1,x2, 2. (NG, 2,) 3€» N@lunas da matriz

Para meios sem perdas jB. Nas equacdes (26) e (27), foram considergties p.

r P [n=123...NG, | m=123...NG,|[ I ] "B [ n=123..NG, [ m=123..NG, |[ %]
[0 —— — || = v T T || %
% (A (P, n))kn | (Axy(PxJ m))kn 2 <kyy ﬂge(prNn) dse) | <kyx ﬂge(prNm) ds.) :
NG, | : NG, '
j— | qXNGx = _B 2 —_ | qXNGX
1i4 + — K + _
1 | Qg1 1 | Qy1
? <Ayx(Py; n))kD | (Ayy(Pyr l'n))k0 Ay2 2 <kxy ffge (prNn) dse) | (ke foe(prNm) ds.) Qy2
LNGy - J_ 1M9yyeyd - NGy L J_ 1lyney
Matriz referente ~° for mul a- « odostEEmantosd-mitos. n u o ¢
Fica claro, vide gadro4, que a andlise de guia de onda dielétrico € solucionada pelo
probl ema matrici al de awyt.o (vetor/valor), e

[Al{a} = 2*[Bl{a}

Neste trabalho, os auto vetores {q} ={q q,m} € 0s autevalores {-1* = -B?} foram

obtidos da seguinte maneira:
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Partesede um Ik (dado da analise) e consideram 0s auteetoresnegativos, pois
pelo quadro 4os modos ligados s&o os que correspondem.a={-p%. Os valorespositivos
estdo asociados aosiodos ganescentes, descartados da solucdo e os complexos séo tipos de
modos que, embora existam, ndo interessam neste trabalho [1,2].

As matrizes [A] e [B] tem dimensGes [(NG NG)) x (NG + NGy)], em geral,
maiores que (1000 x 1000). Portanto, a respostgiN@p+ NG,) autovalores. A escolha
dos autevetores, neste contexto, tors@ muito dicil e sujeita a erros numeéricos
significativos Para contornar esta dificuldade, langseuméo da propriedade dos modos
ligados. O indice efetivo dos modos ligadesencontra entre o0 menor e o maior indice de

refracdo dos dielétricos que constituem a estrutura.

! .
|

7=

ef

min B M

Ko

Observe qu@ é o autevalor, em funcéo de.kencontrado pela formulacdo maiasici

do problema. Veja quadro 4
Com este artificio, a escolha dos modgados tornase simplificada e imediata.

Conhecendo os autmlores f = ng ko), temse o indice efetivo, assim como o

respectivo autowetor {q} =({qx} € {dym}), portantoas componented e ﬁy) do campo
magnético transversal.

A andlise é concldia pela curva de dispersao do respectivo modo e pelos esbocos dos

equivalores das componentﬁgeﬁy na secao transversa do guia de onda.
1.6 Conclusédoda secadl

Nest secdo foi feita a modelagem da propagacdo de ondas eletromagnéticas
confinada em regides dielétricas, cobrindo desde o espectro de microondas até o-do ultra
violeta, quandpentdq é necessario uma abordagem quantica devido ao comprimento de onda

ser compativel com as dimensdes atomigas,néo foi abordada neste trabalho

O moctlo é adequado a aplicacdo do método dos elementos finitos. As condi¢des de
fronteira, fundamentais para o sucesso do método, foram desenvolvidas minuciosamente,

constatandee que a parede magnética ndo contribui na solugdo do problema.
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Utilizaramse eémentos triangulares retangulares com os catetos paralelos aos eixos
(x) e (y), pois com este tipo de configuracdo de makieplifica-se o célculo das integrais

de fronteira.

As solucbes procuradas sao obtidas em funcdo de posicionamentos de paredes

elétricas e/ou paredes magnétinas eixos de simetria da estrutura.
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2 FUNCOES DE FORMA LINEARES DOS ELEMENTOS -FINITOS

2.1 Introducéo

No capitulo 1foi apresentada a formulacdo vetorial magnética adequada a andlise de
guias de ondas,dE(14), aplicavel @ espectro de microndas até ada optica.

Neste capitulposdo obtidos rigorosamerds funcdes de forma lineares dos elementos
finitos triangulares e os respectivos termos referentes as integrais de area e de forma que

compdem a formulgio da analise.

2.2  Apresentacdo do método dos elementdisitos

O emprego do método dos elemerfingos foi efetivada com as seguintes etapas:
a) A transfeéncia do sistema diferencial, Eqg. (5.1), ao sistema integyal, (8) e (29) foi

realizado naapitulo 1 pelo método dealerkin-Budnov.

b) O dominio espacial é discretizado por uma malha automatica, gerando elementes finitos

triangulares, com os catetos paralelos aos ei@osardenadas (x e y) (vidgg. 8).

c) Em cada elemento triangular, an€do procurada se@proximada por trés funcdes de
Lagrange lineares, ajustadaaos veértices do elementisto é, aos repectivos @s de

interpolacao (vide & 40. As funcdes de Lagrange gozam da propriedade:

- As funcbes referentes a um certo n6é derpualacdo (k) € unitaria neste né e nula nos

demais, ou seja:

1, j=k
L(x,5;) = {0’ IEY
d) A técnica utilizada & solucdo do sistema integral, Egs. (28) e (@p§s a aplicacdo do
MEF, foi a dese transferir todas operacbes do esfgbal, isto €, d elemento real, ao
elemento normalizado s&do no espaco de referéncia. Estes dois espacos se relacionam por
um mapeamento: A transformacdo geométrica do espaco de rifeménglobal, como

mostra a fig(3), a seqguir:
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Mapeamento entre os espacos Global e de Referéncia

Espaco real (GlobaRk Espaco de referéncia (Normalizado)

¥ 0 1)

63y

(x3.y3)

(151

[E,7]

Figura3 - A transformada geométrica e 0 mapeamento entre os espacos Global e de Referéncia.

Transformada geométrica
X ( 3, ﬂ-])( 3= dZ&Z( 3+, %DS( 3+, q()
y ( 3, Q-J)( 35 %92( 3+, %03( 3+, q/)

(L4, L,, L3)- sé@o as funcBes de Lagrange lineares, que gozam das propriedades:

YN GEDES (32

2) LL+L+L3=1

2.2  Calculo das funcdes de agrange lineares nos elementewitos triangulares

Ha duas técnicas para se calcular as fungbes de Lagrange em elementasresang
[11]: uma pela matriz nodal e a outra por homotetia no espaco das funcdes de, drga (L
Ls).

Para interpolacao lineansase a técnica da matriz nodal que, como sera mostrado a
seguir, se caracteriza pelo conhecido sistema de coordenadatbhadaa@ferentes aos pontos

internos de um triangulo.
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Para intepolacdes hierarquicas de ordem superior a lineag2n recomendae
calcular as respectivas funcdesl@grange (funcdes de forma) pédenica da homotetia no
espaco das funcdes de areg [y, Ls), embora, também, a técnica da matriz nodal possa ser
perfeitamente empregada.

A seguir, a técnica da matriz nodal sera aplicada gaohter as funcdes de Lagrange
lineares nos elementos triangulam® ambos os espacos: global e de referénéatas
funcbes de é&rea serdo também deduzidas pelo familiarizado sistema de coordenadas
baricéntricas de um triangulo, o que explica a denominacéao das funcdes de area dos elementos

triangulares por funcdes bantécas dos mesmos.

2.3  Calculo das funcdegle area pela técnica da matriznodal

Nesta técnica, pardse de uma base polinomial cujos termos linearmente
independentes sdo escolhidos pelos mondémios do triangulo de Pasuailmnacéo entre
eles (vide K. 4). O numero de termos selecionados ddpeta ordem da interpolacéo (n).

Para interpolacfes completas de ordeno numero de nds de interpolacdo ou grau de
liberdade do elemento é oi—réﬂ)z(ﬁ :

Para interpolagdes lineares, n=1, sdo necessarios d=3 nos de interguiagiotrés
mondémios do triagulo de Pascal (1, X, y), a fim de ebter as trés funcdes de areas
condizente com as func¢des de interpolacéo lesshr elementdriangular.

F Xy Y

Figura4 - Triangulo de Pascal com os mondmios até a interpolacédo cubica completa.

A selecdo dos mondmios de base de uma interpolacdo obedece a dois critérios: o de
convergéncia e o de simetria, além de exigir queeaos que constituam o polindémio de

base sejam linearmente independentes. A Ultima exigéncia é satisfeita pelos dermos

triangulo de Pascal,dgura 4
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Critérios para selecdo de monémios de base para interpolacao:

1) Critério de convergéncia no espacaoHikvert H's(Q2)

Quando as dimensdes do elemento tender a zero, a funcédo e suas derivadas primeiras
deve convergir a um valor constante. Portanto, as mondmios (1, X, y) tém que estar presentes

nas funcdes de base.

2) Critério de simetria

Os mondmios deverser escolhidosle modoque haja simetria entre os parametros
selecionados. Por exemplo, skfor escolhido § deve, também, estar presente. Sefar

um mondmio selecionado, kgleve ser também acrescentadmsae polinomial.

2.4  Calculo das funcdes d Lagrange lineares no elementglobal

Seja um elemento triangular no espagal:

(3, ¥3)

(2, y2)

1, 1)

X

Figura5 - Um elemento triangular no espaglmbal. Os nds internos (1,2,3) sao orientados no sentido anti
horario.

O polinémio de base € coitafdo por trés mondémios lineares do tridngulo de Pascal
d=3.
Pxy)=atax+tay=<1lxy>{g [=(1273) (33

{aj} T S&o os parametros gerais da interpolagéo, sem signifishcm f
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Com auxilio da B. (33), calculamse as func¢des de Lagrange da interpolacédo linear,
fixando em cada n6 de interpolacao, isto é, nos vértices do triangulo, os parfioeéaiesou

seja:
vértice — 1 1 x a,
vértice — 2 =1 x az (34)
vértice — 3 1 x3 }’3
{9} = [B.{a} [P] T matriznodal

Os parametrosadais {g} se relacionam a fungéo de interpolagéo pelas fun¢des de area:
P(x.y) = dLi(x,y) + cLa(x,y) + asla(X,y) (39
ou

P(X!y) = <L1 L2 L3> {ql} J = (1!2’3)

{q;} s@o os parametros nodais. Estes parametros se referem ao aafongdo de
interpolacdo nos respectivos vértices (j = 1,2,3) do elemento triangatatanto, tém eles

significado fisico
Os parametros gerais sé&o obtidos em fungéo dos parametiais, pelanversdo da

matriz nodal. Peladg (34):

{a} = [Pil {a} (36)

A qual substituida em (33) resulta:em

P(x.y) =<1 x y> ([R™{a})

Tendo como consequéncia:
P(xy) = (<1 x y> [R™) {q} (37)
Identificando a eq.37) a eq. 85):

<LiL2Ls>{q} = (<1 xy> [P]™) {a}

Deduzemse as fungdes de area, no espglobal, pela técnica da matmodal:

<LiLyLls3>=<1 x y>[R™ (39)
Aplicacéo

- A matrizznodal é dada pela e@4)



41

1 x »
Pil=[1 x2 ¥
1 x3 ;3

- Calcda-se a inversa da matsiodatl

L (%23 — x3y2)  (X3Y1 — X1Y3)  (X1Y2 — X2¥1)
P*= 5| O2-3) s = ¥1) 01— ¥2) (39)
—(x3 — x3) —(x3 —x1) —(x1 —x3)

onde B = x(Y2-Y3) + X2(Ys-Y1) + X3(Y1-Y2) = 2 vezes a area do triangulo.
-Pelaeq. (38 <Lilyls>=<1 x y>[R]*

Substituindo a & (39) em (38), obtémse as respectivas funcbesilea no espago
global:

L1(x,y) :% [(x2y3 = x3Y2)+ (V2 — ¥3)X — (X2 — Xx3)Y]
La(X,y) :% [(x3y1 — %1Y3)+ (V3 — y1)X —(x3 — x1)Y] (40)
La(x,Y) = 5= [(61Y2 = X2¥1)+ (1 = ¥2)X —(31 — %5)Y]

Observe a propriedade;(k,y) + La(X,y) + La(X,y) =1

As funcgbes de area sdo escritas resumidamente:
Li(x,y) =55 (@ + bx + ay)
a = (Xyr — xiy;)
bi = (y; — y«) @i, j, k) - ciclico

Ci=—(x; — xi)
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2.5 Calculo das funcdes de agrange lineares no elemento de referéncia

O desenvolvimento é idéntico ao do elemegltbal (item anterior). Seja o elemento

normalizado no espaco de referéncia:

oo (1 B

Figura6 - Elemento normalizado no espaco de referéncia.

O polinémio de base:

PEnm) =a+af+an=<1{n>{a} j=(1,2,3) (41

- A matriz-nodal [R]

vértice—1 [d1 1 0 0121
vértice — 2 d: =[1 1 0] [azl
vértice —3 143 1 0 11las
1 0 O
Portanto [R] =1 1 0]
1 0 1

- A inversa da matrinodal [R]™:

[Pt = [—11 (1) 8] (42)
1 0 1

- Cdculo das fungés de area:

<Ly(§,m) La(§,m) La(§,m) > = < L& n > [Py™ (43)
Substitindo a eq4@) em @3) temse:

Li($,m) =2-¢-n

La(S,m) =¢ (44)

La($,m) =n

Observe a propriedada(s,n) + La($,n) + La(§,n) =1
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2.6 Calculo das funcbes de area (funcbes linearee d.agrange) pelo sistema de
coordenadas baricéntricas de um triangulo

Os pontos internos de um triangulo séo perfeitamente determinados por um sistema,
em que as cadenadas sao fixadas pelas respectivasasedis em que € dividida a regiao
interna do tridngulo, ao se unir o porde referénciaaos trés vértices do triangulo. Este
sistema de coordenadas € usualmente denominado por sistema de coordenadas baricéntricas
do triangulo. Tais coordenadas sdo, como comprovadas a seguir, as proprias funcdes de areas

deduzidas no item anterior, item 2.2.

Seja um ponto P(x,y) interno ao triangulo (A,B,C). As coordenadas baricéntricas

deste ponto se relacionam as trés&uws em que o triangulo é subentendido, como mostra a
fig. (7).

Sejam as coordenadas baricéntricas referentes aos respectivos vértices do triangulo
(A,B,C):

Vérticei (1) Ly(xy) =252

Vérticel (2) La(x,y) :@

Vérticei (3)  La(xy) = =252

S= 51(;"3’) + SZ(;"Y) + 53(;(’” A Area do trangulo (A,B,C)

¥

Figura7 - As respectivas sufireas (§ $;, ) relacionadas ao ponto interno P(x,y) do triangulo (A,B,C).
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As coordenadas baricéntag de cada vértice j = (1,2,3) sde, acordo com a figa
(7), definidas por:

S'(XJY)
Li(x.y) ===

Estas coordenadastiséazem a condicdo das fuoes de Lagrange, ou seja, a fungéo

de Lagrange relacionada ao no de interf@mdc= (1,2,3) goza da propriedade:

1, j =0 .
L) = L) ={g S 29 1= @23)

Por exemplo: A funcéo baricéntrica(k,y).

No vérticei (1) ; S(X,y1) = S ;Li(x,y) :Z -1

Nos demais érticesi (2) e (3)A Si(X2,y2) = Si(Xs,ys) = 0A Li= % =0

2.6.1 Calculo da coordenada baricéntrlca= @

Para um ponto interno P(x,y) deangulo (A,B,C), vide figura (7)a areaSi(x1,y1) €

calculada pelo produto vetorial:

Si(x,y) = %(1732 AVp2)-Z

onde

Vo= (XT X2)% + (YT Y2)¥
Var= (6T Xa)% + (Y31 Y2)7
Logo:

Si(xy) = lan+ bix + cw]
a1 = (XaYs T Xay)

b= (y21 y3)

C1=(X31 X2)
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Portanto:

Laxy) = 252 = ~far+ by + cy]

A coordenada baricéntriday(x,y) € a propria funcdo de aréa(x,y) relacionada a

interpolacao linear no elemento triangular.

. . A S . . ;. .
2.6.2 Célculo da coordenada baricéntricdx,y) = @ COM 0 mesmo raciociniogerior

Sy(xy) =5(V1s A Ves)-Z

onde

Ves= (X1 Xa)% + (yi ya)y
Viz= (i X2 + (Y11 ya)y
Logo:

S(x,y) = %[a2+ X + Gyl
a1 = (Xay1 T X1Y3)

bi=(ysT y1)

C1=(Xy T Xg)

Portanto:

La(x,y) = 252 = far+ byx + Gy

Lo(x,y) € a fungdo darea.

S3 (XlY)

2.6.3 Calculo da coordenada baricéntric#x,y) = S

Considerando

S5(Xx,y) = %(1721 AVp1)Z

V)plz (xT Xl)f +(yT Y1)5’>

Var= (X1 x0)% + (Y21 y1)y
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Concluise queS;(x,y) = Ls(x,y) é a terceira funcéo de &rea da interpolacéo linear no
triangulo (A,B,C).

2.7 Aplicacdo dos elementeéinitos na andlise dos guias de ondas eletromagnéticos
formulada pelo método do vetor magnético transversal

A formulagdo vetorial magnética apropriada a andlise dos guias de ondas
eletromagnéticos até a frequéncia do wieta foi desenvolvida no &pitulo 1 e

apresentada nagg(14)

A malha utilizada neste trabalho para discretizar a estrutura condutora de energia

eletromagnética sera da forma e com a numeracggiodddnternos mostrados nigF8:

z x y

Figura8 - A forma e a numeracéo interna da malha utilizada neste trabalho.

Observe que a fronteira -@) ndo contribuird no resultado da analise, pois 0s
retangulos constituidos pelos elementos (e=1 e e=3), assim como (e=2 e e=4) séo

homogéneos.

Em caa elemento triangar, os termos da formulacd&gs (28) e (29) que

colaboran no resultado da analise estéo atrelados as intedpaiso

onde (i,j) = (1,2,3) sdo as numeracdOes dos nés da interpolacao linear do elemento triangular.

Estes nos sdo aloaa&nos respectds vértices do triangulo, vided-8.

A) Componentes da matriz de rigidez

A matriz de rigidez de cada elemento € constituida pelas integrais:
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Kinis) = Jf5, (G252) dx dy = K

dL;

Kgli) = [, (G50 dx dy (45

at dt;

Kynlid) = ff;, G250 dx dy

a dLy
™ dy) dxdy

Kyp(id) = I, €
Observe que:

Kxy(i,1) = Kyx(i,i)

K1) = Ky )

B) Componentes da matriz de massa

MGij) = [f, Lil; dx dy = M(i) (46)

C) Integral de lita nas froteiras dos elementos

Na malha usada neste trabalho, h4 somente duas fronteiras que contribuem no

resultado da analises &ronteirss (1-2) e(2-3), vide Hg. 8.

C.1) Fronteiras entre diferentes elementod'f)

As integrais de linha referentes aassfsonteirss sdo:

fl L ﬂdlqinter fl L. ﬂdlqinter (47)

. i . i
inter dx inter dy

C.2) Fronteiras sobre condutores elétricos paref |°°)

Tais integrais sao idénticas as anteriores, mas agora, se estendem sobre paredes

elétricas perfeitas (PECPerfect Electric Conductors).

fLiSdipee Ly SdIpee (49)

pec b dx pec b dy
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2.8  Calculo da componeng da matriz de rigidez

Em cada elemento triangular, as gmmentes da matriz de rigidezq.H45), devem
ser resolvidas nespgo de referéncia, videid= 3. Neste espaco, a referida integral tespa
muito simples de ser determinada. Pelo apéndice G, temos:

alb!c!
(a+b+c+2)!

JioJ g LEL L $dEdn = (49)

Como a andlise é formulada no espaco, s se relaciona aspaco de referéncia,

vide Hg. 3, peh transformada geométrica, tem

X(&,m=xka(§,m) + xela(§, 1) + XaLa(&, 1)

Y(&,m=yika(§,m) + yaLla(§,m) + yala(S, 1) (50
(Xn,Yn) : Vérticel (n) do tréangulo, para n = (1,2,3)

Li(§,m) =1-8—n

La(€,m) =% (51
Ls(¢,m) =7

O mapeamento da integral do espaco real ao deénefaé efetuado pelo Jacobiano

da transformacéo, seja:

- 4
dxdy = J(;—n) dédn (52)
Onde
dx  dx
Yy = det|® 9| 2 dxdy _ dxdy
e =0 oy ay) =aran ~ anac
a§ dn
Pelas Bs. 60):

AW\ qar| K2 = X1) (X3 —x1)
J(‘f’”) det 2=y 3—y1)

Logo,
J(%) =X —x) (Y3 —¥1) — (x3 = x1) (V2 — ¥1) = Xa(Y2-Y3) + Xo(Ys-Y1) + X3(Y1-Y2)

Portanto J%) =2S (duas vezes a area do triangulo)
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Pela K. 62):

dxdy = (2.S) ddn (53

Os integrandos das componentes da matriz de rigidez sdo compostos pelos termos
dL dL

(E - —), qUe se expressam:

Pelas Eq(40):

daL b aL, _ ¢ - =

; 1_ 2; d_Z = i b= (Y2'Y3) C: (X3-X2)

aL b dl; _ ¢ - = 54
dx2 = 2; dy y2 B ﬁ bz— (y3'Y1) C2 (Xl-Xg) ( )
dL b dLs _ ¢ - =

- 3 — . ; d_3 = i bs= (Y1'YZ) Cs (Xz-Xl)

2.8.1 CalculoKy®(i) = ff (aLl )d xdy (ij) = (1,2,3)

dx dx

Pelas {s. 64):

K () = ff, D dxdy =225 [0 [177(2) dé dn =
Onde pela B. (49 fs Of dE dn ==
Ko () = 222 (55
Pela E. (55) temse a submatriz[K£,].

b?  bib, byby
(K&l =—<|bsby b bsby (56)

bsb; bsb, b3

A sub-matriz [K£, ] é simétrica.
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2.8.2 Célculo do termoK® (i) = [f, (5 ‘;y’) dx dy
Perceba que este termo ndo é simétrico, g i , KixyJ(ij).I

Pelas Eq(54):

bc]

K (i) = [, GG dxdy = 25k [ [70(29) dé dn = =1
Entéo,
K1) =% (57)

A submatriz|[K{,] é obtida pelag G7):

byc;  byc;  bycs
bsc;  bszcy  bscs

bici  bic; bics
(k5] = 4[ (59)

A submatriz[Kg, ]| ndo é simétrica.

dL]) dx dy

2.8.3 Calculo dotermoK,(i.j) = [] (dy —

O calculo deste termo éé&dtico ao do anterior, item (228, excetuando o fato das

derivadas se encontrarem invertidas, portanto:
K (i) = 2 (59)
b 4.5

A submatriz K, ] é obtida pela eq50):

Coby  cby  cybs
c3by c3b, c3bs

[cl b, c¢b, ¢4 b3]
(60)

Observe quéky, | = [K5,]".
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i) dx dy

2.8.4 Calculo do term&y,* (i.)) = ff; (G -

Pela K. 54):
. dL;dLj _ c¢j (1 1-¢ _ CiCj
Kyye (I!J) - ffse (Ed_y]) dx dy - (25)12 ff=0 fT]=0 (ZS) df dT] - 4_51
Entao,
Kyy® (i) = =2 (61)

Pela eq.§1), obtemse a submatriz [K¢,|:

i o e
1
[Kgy] = =5 |21 (o B ToR (62

C3¢; €36, €3
A submatriz[Kg, ] é simétrica.

2.9 Calculo das componentes da matriz de massa

Os termos da matriz de massa se resumem ao calculo de uma das duas mategrais

espaco de referéncia, pelg.f49):

1 1-8 20 2 1

f§=0 fn=0 Lj d§dn = 2+2)! 24 12 (69)
1 1-¢ oo 1

f§=0 fn=0 LiL;d§ dn = (1+1+2)! 24 (64)

2.9.1 Célculo do termd(i,j) = ff, (L;L;) dx dy

Pelo Jacobiano da transformagéo geométricab8).dxdy = (5) d¢ dn.

Entao,

MG = ff;, (Lily) dxdy = (28) [, [ Lilydg dn (65)
Os termos da sulmatriz[M€]:
(i=)) substituindo a eq6RE) em 65).

M(i,i) = % (66)
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(i lj) subsadiem@d.ndo a eq. (
ML) = 22 (67)
A submatriz de massa € obtida pelas e66) € 67). Seja:

s [2 1 1]
[M]_E 1 2 1 (68)
1 1 2

A submatriz[M¢] é simétrica.
2.10 Estudo das integrais de linha nas fronteiras dos elementdigitos

A forma fraca da formulacdo g{Q), que rege a propagacdo de ondas
eletromagnéticas confinadas em guias de onda étada, egs. (20) e (21), aplicando o

critério de Green ao operador Laplaciano, ou seja:
JI; vv?uds =- [, VUVvdS + 9Szf thU-ﬁ’dI (69)

A integral de linhana equacéo6Q) esta condicinada ao vetor unitariaif normal a
fronteira, sendamprescidivel que se estude este vetmtes de se recorrer a solugdo da

formulacéo.

2.10.1 Calculo do termad(ij) = ff, (L;L;) dx dy

O vetor unitario §) € um dos trésetores do sistema de coordenadas relacionado ao

teorema de Stoke

{1

Figura9 - Triedro positivo de Stole
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[l (VAR)ZdS=¢ (A -T)dl

O triedro positivo de Stoke éﬁ’(?f), que é omesmo atreldo aos elementos

triangulares no método do glentafinito, como mostra a figurél0):

i

FiguralO- A numeracdao interna, arttioraria, dos elementos triangulares e o triedro de Stoke.

O vetor unitario se posiciona no: (1° ou @apdrantes ou no (2° ou 4°) quadrantes.

Sejam o0s posicionamentos do vetor unitario, ilustrado pelos dois réteme

triangulares, visto naig. (11), a sequir:

Figurall - Posicionamentos do vetet ilustrados por dois elementos triangulares adjacentes.

Os cosenos diretores dos respectivos vetores unitatjosao obtidos pelo seguinte

procedimento, conforme figyl:

Lado (AB) ( 7 se encontra no 1° quadrante)

d(AB) = \/(xb - xa)z + (yb - ya)2

_ b= Ya)

costy == ~27>0  (¥>ya)
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. — d(AB)*— (¥p—Ya)* _ (XpZXxa) _ (XaZXp)
sin@; =+ \/ 2A)? =-0an - aan >0 (% <Xd)
— _ b= Yayz _ (¥b=Xay o o cos6 >0
n d(AB) )X (d(AB) )y 1 quadrandt%sin 0, >0
Lado (BC) (7 se encontra no 2° quadrante)
d(BC) :\/(xc - xb)z + (yc - yb)z
— =)
cosb, = 2@ 0 (¥<w)
. — d(BC)2— (yc—yp)?* _ _ (xcZxp) _ (xXpTxc)
siné, =+ \/ 20 =" IE0 - a@o) >0 (%< X)
= _ Y= Vbyz  (Xe= Xby o o cost, <0
n (d(BC))x (d(BC))y 2 quadrand%sin 6, >0
Lado (CD) ( 7 se encontra no 3° quadrante)
d(CD) :\/(xd - xc)z + (yd - yc)z
— a—vc)
cost; =22 <0 (< y)
: — d(CD)*— (Yya—Yc)* _ _(xazxd) _ (X¥c2Xa)
sin & = \/ d(CD)?2 T d(cp) ~  d(cD) <0 (e<x
= _ Y=Yy (Xd= Xey o o cost <0
n d(CD))x (d(CD))y 3 quadrand%sin 0; <0
Lado (DA)( 7 se encontra no 4° quadrante)
d(DA) = /(xq — x0)? + (Vo — Ya)?
— Wa—ya)
. — _ [aDA)?- Ya—ya)® _ _ (¥aZXd) _ (XaZXa)
sin 6 = \/ d(DA)?2 T d4)  d(cD) <0 (e<x)
= _ Ya=Ydyo  (Xa=Xdy > o cosd, >0
n (d(DA) )X (d(DA))y 4 quadrandésin 0, <0

Com o procedimento sugerido, e enfatizando que a numenatgiina dos nds de
interpolacdo dos elementéinitos é realizada no sentidgmtehorarig témse o procedimento

adequado para se introduzir o veiara andlise do problema.
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Os casos excepcionais, caracterizados por vetores unitapasalalelosaos eixos
coordenados, sao também de suma importancia, situacdo que ocorre se a malha for constituida
por uma redele tridngulos retangulos, com os catetos parabsssunitarios X,y), como a

usada, neste traballfade fig. 8).

Sejam oxlements triangulareslustrados na fig(12), a seguir:

y i
)
C B
8, 2 o
Nany °? hy
A e=1
3 3 84
1 N ’
D kl A
ﬁfi
¥ _
X

%

Figural2 - Vetores unitarios de uma rede ortogonal paralela aos unit&rjgs (

O calculo dos cossenos diretores dos referidos vetores unitdjias feito com o

mesmo procedimento anterior. Seja:

Lado (AB) (Xa= Xp)

d(AB) = (¥p — ¥a)? + (%5 — %)% = |V — Ya)|

_p=Ya) _ b2ya) _
COSL==0Gm 1oyl

(% > Ya)

sind; =0 (Xp=Xq)

LOgO, {COS 191 =1 (61 - 0)

sin@;, =0

Lado (BQ (Y%= b)
d(BC) =|(xc — xp)|

—_ e—vp) _

050, == 50 =0 (&=W)

(Xc ZXp) —
[Cec—xp)l

sin 6, =- (%6 < Xp)



Portanto,
e cos6, =0 o
g1 ©2=D)

Lado (CD) (Xq=Xc)

d(CD) =|(ya — ¥l

— Ga-yd) _ _

cos6s = |va-yol (ya < ¥e)
sind; =0 (Xg = Xo)
Portanto,
—— cos 3 = —1 _on

== { sing,=0 (3773
Lado (DA) (Yd=Ya)
d(DA) = [(xgq — x4)|
cos6,=0 Yd = Ya
sin 6, :-M:-l Xa > X4

T I®axa)l 2

e cosf, =0 _3m_ =m

— {sin94=—1 Oa=7=
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Pelo estudo do vetor unitariai)( normal as fronteiras dos elementoangulares,

apresentado no iterf2.101), as integrais de linha envolvidas na formulacéo glaas de

ondas sdo determinadas de imediato.

2.10.2 Calculo da integral de fronteira delementos triangulares

O célculo das integrais de fronteira, em elemefito®s bidimensionais se reduz ao

da integral de linha unidimensional, independenterdaro de interpolacéo.

Neste trabalho, as duas fronteiras de interesse sdo aquelas entre elementos distintos,
inter-elementos (heer, € asfronteirassobre condutores elétricos perfeitos, Perfect Electric

Conductorsbecy ja que as integrais de linhabse condutores magnéticos perfeitos sdo nulas.

Pelas Egs. (30) e (31), perceks® que os termos relacionados a ambas integrais de

contorno sao:
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.. i .. dL;
L(if) = f; L=l Ly(i) = f, LiLdl (70

onde:
(I) correspode tanto a (bec) COMO a (fnter)-
(i,) = (1,2,3) se referem aos nés internos ou vértices dos elementos triangulares.
Para simplificar a operacdo, o célculo dlategrais de linha serd removigera o

elemento de referéncia, com o auxilia transformada geométrica de cada lado, ou seja:

ElementeGlobal Elemento de referéncimi-dimensional

{2 Y2l

(1 (2)

0 1 £
12 TG, (8)-> cy)

dL
dlg

Figural3- Fronteiras do elementimito triangular com suas referénsiao elemento normalizado uni
dimensional.

L12=dimenséo do lado {2)
L»3= dimenséo do lado {3)
L31=dimenséao do lado {B)

Fronteira (12):

Transformada geométrica-2

X(&) = X1+ (XaX1) & (71

Y(&) =yt (Yry) ¢

[(&) = X(8)% + Y(§)y

= d - d —
dF = (2% + 2 j)de

d|12:\/ dﬁdﬁ




dlio=/(x; — x1)2 + (¥, — ¥1)?dé
d|12: |12d€

Fronteirai (2-3):

Transformada geométrica-8)
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(72)

X(&) =%+ (Xax2) &

Y(&) =y2+ (yy2) &

(73

F(E) =X(ENZ + Y(E)y

SO S ST Y
A = (5203 + 220 5)dg

dlio=Vdl-dl = \[(x3 — %)% + (y3 — y2)2d¢’
dlzz = 12308

Fronteiral (3-1):

Transforma geométrica{B

(74)

X(§") = Xa + (Xa-X3) §"

Y(&") =yz+ (y1-ys) &

(79

F(E") =X(EM2 +Y(E")y

S dx(ED) 5, dY(E") oy gen
dr' = (257 + 26 5)a¢

dlsy=Vdl-dl' = [, — x3)% + (1 — y3)2dE"

d|31 = |31df"

(76)
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2.1021 Integrais de fronteira relacionadas aos termos

Lx(i,j) —f L; dL’ dl

Ly(i) = f, LiLdl

Neste item, sdo calculaslas integrais de fronteiras referentes aos term@g$) ldo

elementefinito triangular (ver Fig13).
onde (i,j) = (1,2,3) sédo o8 internos ddriangulo mostrado na figura 13
- Lado (%2)
Témse:
Pelaeq.72) dlip= 1108

dx(§) = (x; —x1)d& = c3d¢
dy(§) = (y, —y1)dé = —bsd¢

(c3, bs) séo obtidos pela eth4)

Pela eq(71) {

L) = @) S2=-1
L) =¢  S2=1
L3($) =0

Calculo dos termosLy(ij) = J, L; dL’ ~dl:

Elementeglobal Elemento de referéncia
L(1,1) =, Ly S2dly, Lx(L,2) = [y 1 (©) (G2 5) liadé
dL, dL
L(1.2) =f, L 2dl, Lx(1,2) = [y 1 (©) (G2 5) iz (77)
L(2.1) =) L,%dl Li(2,0) =[;_ L() (5255) Ly dg
X\&» - lis 2 dx 12 X\&» - &=0 2 dé d 12
L(22) =), L%, L(22) = [y Lo () (422) 1y

Lx(1,3) = L(3,1) = k(2,3) = L(3,3) = 0
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As eq. [7) se escrevem:
112
Lu(1.1) =22 [ Ly d§
li2 1
LX(1!2) = gffzo Ll df
li2 1
Lu(2.1) =2 f,_, L2 d¢ (78)
li2 1
LX(2!2) = gffzo LZ df
Reconhecendo nas E{g8) a funcéo beta (ver eq-& do apéndice G:

a'b!
(a+b+1)!

[t @ - 6)Pdt= [ L, L, dt =
As integrais de linha no lado-@) s&o obtidas:

Ly(ij) T lado (£2)

Lu(1,1) = 1123 Ly(1,2) = ;_ L(1,3) =0
Le(2,1) =- 1123 Ly(2,2) = ;_ L«(2,3) =0
L«(3,1) =0 L«(3,2)=0 L«(3,3) =0

Calculo dos termosL(i,j) —f L; dL’ dl:

Elementeglobal Elemento de referéncia

Ly(L1) =[, Ly G2 dL, Ly(L1) = [y 1 (©) (G2 5) Lo

Ly(1,2) =, L G2 dl, Ly(1.2) = [y 1 (©) (G2 5) LiodlE (79)
L(21) =), 1% dl, Lx(2,2) = [,y Lo(©) (G2 5) Lo

Ly(2,2) =f112 L, %dlu Ly(2,2) = fg OLZ('E) (d_fd_f) 12d§

Ly(13) =L,(3,1) = ,(32) = ,(2.3) = ,(3.3) = 0

Comparando as ¢s. (79) referentes aos termos dgilj) com as eqs.7/) dos termos

de L(i,j), perebese que o que difere entre eles é a pa%:‘;eclaib eZ—f = —, portanto:
-3



Ly(i,j) i lado (£2)

L(11) =2 Ly(1,2) =— Ly(1,3) =0
Ly(2.1) = 2= Ly(2,2) === Ly(2,3) =0
Ly(3,1)=0 Ly(3,2) =0 Ly(3,3)=0
Ladoi (2-3)
Témse:
Pela k. (74) dbs = |23d€’
Pela a (72) { dX(E) = (X3 - XZ)dE, = Cldfl

(c1, by) s&o obtidos pelads (54)

Lo(§') = (3-8
Ls(§) =¢'

L1(§) =0

Calaulo dos termosLy(i,j) = flzg L

Elementeglobal

dy(§) = (y3 —y2)d¢' = —byd¢’

dlp _

dér

dLz _
dér

a;

Ldx

dlys:

Elemento de referéncia

L(1,1) = L(1,2) = (2,1) = k(1,3) = «(3,1) = 0

dL
LA(2,2) =, 1,52 dx

dL
L«(2,3) =), 1,5 2dx

dL
1«(32) =), L35 2dx

dL
L«(33) =), L35 2dx

L«(2.2) = ],,_,
Lx(2.3) = [, _,
Lx(3.2) = [, _,

L«(3.3) = [ _,

sz df’

L2(©) (G255 losde

dLsz d§ ,

L@ (BT lasde

dLip d&, ’
5 )l23d€

(
(

L3(&)

dL3 df’

Ls@) (G2 5) lasdd’

61
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Com 0s mesmos argumentos anteriores;dem

L(i,j) i lado (23)

0 0 0
0 L(2,2) =—;2—:1 L.(2,3) :;T
0 L(3,2) =—;2—;1 L«(3,3) =;—

Calculo dos termosL(i,j) = fl Li%dlzg:
Os termos (i,j) diferem dos termos dex(,j) pela parcela‘;—i' = ¢, que agora €
substituida por%' = —b, , portanto:

Ly(i,j) T lado (23)

0 0 0
lo3 l23
0 Ly(2.2) =5~ Ly(2,3) ==,
lo3 l23
0 Ly(32) =22 Ly(33) =—;2

- Ladoi (3-1)

Témse:

Pela B. (76)  dby = I3d¢"

dx = (x; —x)d¢" = c,d¢"
Pela &. ) { dy = (y; —y3)d¢" = —bpdg”
(C2, -by) s&o obtidos pelag. 64)
La(§") = (14 G2=-1
L2(§") =0 0
L1(§") =¢" %= 1

Caélculo dos termosL,(i,j) = fz3 Li%dlgl:
1

Elementeglobal Elemento de referéncia
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L(3,3) =/, Ls %dx Lx(3,3) = f;..zo Ls(¢") (Z—?‘;—f) l3,d¢
L«(3,1) =fl31 Ls %dx Lx(3,1) :f;nzo L3(&") (%%) l31d¢
L(1.3) =, a2 dx Li13) = [y L (€) (224 1y
L(LD) =], Ly%2dx Lx(L,2) = [y L (&) (5255 lsadd”
Portanto:
Ly(,j) i lado (31)
L(1,1) =32 0 L(1,3) =32
0 0 0
L(3,1) =2 0 L(33)=— %

Calculo dos termosL(i,j) = fl Lglz—Ly"dlgl:

Os termos I(i,j) diferem dos termode Ly(i,j) pela parcel% = —b,, portanto:

Ly(i,j) i lado (31)

l
L,(1,1) __Z 0 Ly(13)=32
0 0 0
l
Ly(3,1) =— Z 0 Ly(3.3) =5,

2.11 Conclusdoda secaa?

O problema foi solucionado no elemento finito de referéncia, relacionado aos
elementos finitos globais pela transformada geométrica. Essa transformada fodalabora
as funcdes de Lagrange lineares, gde as mesmas utilizadas na interpolacdo da funcéo
magrética transversal procuraday(Hty).

A elaboracgéo das funcdes lineares de Lagrdogéeita pela técnica da matriz nodal,

tanto no elemento de referénci@mo no global.
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As funcdeslineares de Lagrange, também conhecidas por funcbes de area, séo
referenciadas como um sistema de coordenadas baricéntricas de um triangulo. Para justificar
tais definicdes, as funcbes de area foram dedummlasstemade coor@énadas baricéntricas

de um triangulo.

Com a base das funcbes de interpolagéo estabelecida, foram obtidas as matrizes de

rigidez e de massa de ambas as componentes do campo transversal.

As integrais ddinha que contribuem na solucdo do problema foiituladas as
respectivagronteiras do triangulo Com o objetivo de simplificar o célculo dessas integrais,

deuse preferéncia uma malh@om elementos triangulares retangulares.
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3 ANALISE DOS RESULTADOS

3.1 Introducéo

Neste capitulo, sarutilizada a teria desenvolvidaneste trabalhona analisedos

modospropagantes emstruturagle guias dielétricos

Inicialmente a teoria sera validada confrowka os resultados publicados em ¢bm
os obtidos neste trabalho. Camperfeita validagii do método desenvolvido, o modelo foi
aplicado eficientemente em diferentes estruturas dielétricas
3.2 Validacdo dométodo

Guia de onda dielétrico retangula, anisotropico e ndehomogéneo

Para avalidacdo do método desenvolvido nestédtao, os restidos obtidos foram

confrontados com aqueles d&, pp 162. A estrutura utilizada é&m guia dielétrico

retangular, anisabpico e ndo homogéneo (vide fit4):

v 1

| |

WY

Figural4 - Guia de onda dielétrico retangular, anisotrépico, m@&mogéneo.

O guia apresenta as seguintes dimensdes:

T =1um
W =2T

Parametros de permissidade:

Regido externa ao guia de onda
8;2:2,05
Regido interna do guia de onda
Eno=2,31 g0=0 |  e,0 | £,7219 | &,.=231
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Devido asimetria na seip transversal douja de ondatornase conveniente realizar a
simulacdo dos modos propagantes numa regido equivalente a Y4 da estrutura original,

conforme abaixo:

v (pm) |
g =25

0s

g =6_=23

g =214

0.0 10 x [ g

Curvas de disperséao do Guia de Dielétrico Retangular

2,30

2,25

(B/KF

2,15 .
2,10 Bl
E "
£,
2||:|5 T TR T T I T Y A | TN T T N T T I N T I T T T | 11 I T T I I |
3 ] 10

0 1 2 3 4 5 G 7
Kyt

Areferénciall]

Figural5- Confrontacdo doesultado deste trabalho com os publicados em [1], para o guia dielétrico retangular.

Pela Fig 15 percebese o alto grau de concordaneiatre ¢ valores calculados pela
metadologia apresentada nesse trabahms publicados em [1, pp.162Ylo graficopublicado
em [1], o autor apresenta as curvas de dispersédo dos 4 primeiros modos. Com a formulagao

desenvolvida neste tradbha, obtevese um modo extrds;*, em roxoyisualizadona Fg. 15.

Os gréficos das componenteg éiH, do modo fundamental,E (vide fig. 15)foram
calculados em duas frequéncias. As figuras e 16 mostram o comportamento de ambas
componentes em ¢k= 10) e as figsl6 c e 16 &m (kt = 100):
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Figural6- Componentes HH, do guia de onda retangular

0w 020 071, 02, 02 01

0z om
002 om

6. 005 001

| o

8800 B0+ {06 o
000 000 000 000 000 000 000 400 000 000 000 000 000 000 000

00 000

005 0

o

0 0m
00 00
0 0m

00 o0

004, 001 000 0.0
004 001 000 0.0
005 001 000 0.0
005 001 000 0.0
002 001 000 000
001, 000 000 0.00
001 000 000 000

000 000 000 000

o
00
o

o
00
[
00
[
00
m
00

Figural6 a- Componente Hem (k=10).

000 000 000 0.0

002 002, 0 002 08 00
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Figura 16 d Componente fem (k=100).

O comportamento das componentgseeHd, do modo fundamental, visteas kg. 16,

comprova aeficacia dométodo, pois, com o aumento da freqiéncia, é sabido gaepo

fica mais concentrado no interior do ndcleo do guia de onda. O modo fundamen}ad (E

calculado, posicionando uma parede elétrica em (x=0) e uma parede magn&icd).

O teste de convergéncia da solucéo procurgaanissividade efetivaces) dos 2° e

3° modos, em¢7, € mostrado naid: 17. Deuse preferéncia a esses dois modos superiores

pelo fato de suas convergéncias serem mais criticas que a dounddméntal.

Percebese pela kg. 17, que parauma frequéncia&7 superior aquela do corte dos

respectivos modos convergéncia da° modoocorremais rapidamente quee do 3° modo.

Issoaconteceporquea frequénciako=7 estamais proximado corte do 3modo. Portantoeste

modo se encontra espacialmentais oscilante do que o0 2° modo. Consequentemente, a sua

convergéncia necessita de masmentos triangulares
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Guia de onda dielétrico retangular
Convergéncio (K,= 7)

211 + . — B | —
"
- — & I ik i i
21 +—A4
A
j 15 = &— 21 modo
209 : I B— 2§ mods
2,08 4
im
2.07 — T T
0 500 1000 1500 2000 2500 3000

N2 de elementos triangulares

Figural? - Convergéncia da permissividade efetiva em funcaoPdte elementos triangulares.

Na Hg. 18, obtevese os tempos deonvergéncia dos respectivagy(em funcdo do

namero de elementos triangulares utilizados na malha:

Guia de onda dielétrico retangular

3000 1 r
] /el

2500 /

2000

1500 A/ —&— 22 modo
] / we=aleees 32 modo

1000 ] /

500

a 500 1000 1500 2000 2500 3000

lempo de processamento (s}

Me2de elementos triangulares
Figural8- Tempo de convergénciam segundosym funcéo d n° de elementos triangulares utilizados na
malha.
Como é visto na if. 18, 0 tempo convergéncia de cadaf(dos 2° e 3 modos
aumentacom o acréscimo de elementos da malha. Até 2500 elementos, a convergéncia de

ambos sé&o idénticas, havendo certa didpde a partir destnUmerale elementas
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Guia dielétrico retangular anisotropico sob ainfluéncia de paredes condutoras
laterais

A seguir, submetetse 0 respectivo uga retangular anisotrépico a influéncia das

paredes condutoras laterais (vide fig).1

Condutor
| ‘ El&trico

Wy

Figural9- Guia de onda dielétrico retangular e condutor elétrico.

Na figura n°® 20, w&e a distribuicdo do campo magnético, sem influéncia do condutor

elétrico:

0% 04

§D

g®

g0

90

5 10 15 20 25 30

Figura 20 - Distribuicdo das linas de campo magnético Hy do guia dielétrico retangular, anisotropico, sem
influencia de paredes laterais.
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Nas Rguras 21 e 22percebese a influéncia do condutor par@k3 e ly = 50:

Estrutura 2 Fundamental Ko= 3

Figura21 - Influéncia do condutorlétrico nas linhas de campo do modo fundamental Hy, para88k

Estrutura 2 fundamental Ko=50

Figura22 - Influéncia do condutor elétrico nas linhas de campo do modo fundamental Hy, pes@.k

Como pode ser visto nasiguras 21 e 22ascurvas de niveteceben influéncia da
parede condutora colocadas proximidades do guia de onda dielétrico. Essa caracteristica
fica bem evidente em baixagefluéncias, conforme a figl, para k= 3. Para k= 50, a

influéncia ndo é percebida, pois 0 campo se ereaoticentrado no nucleo do guia.

Na Hg. 23, observaseque afrequéncia de corte do modo fundameédtaestruture,

sob influécia da parede (videid= 21), sofreu um acréscimo com relacdo ao corte da
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estrutural (vide fig. 20). Esse fendmeno esta plemnte coerente com a teoria de guias de
ondas, pois éabido que a frequéncia de coéenversamente proporcional as dimensdes do
guia. A apoximacao docondutor elétrico, que correspondedaminuicdo da dimenséao do
guia, ocasiona a elevacéao flequénca de cortalo modo em questao (vidégs. 19,21). As

dimensdes dos guias de onda caracterizam o seu espectro de operacéo.

295 Curvas de dispersédo do modo fundamental para as estruturas das figuras6e 7

2,20 A

215 A

—&—Estrutura fig 6 —s—Estrutura fig. 7

2,10 A

2,05

2,00

0.0 20 40 6.0 8.0 10,0 120
Ka

Figura23- Curvas de disperséo das estruturas 1 e 2.

3.21 Analise dos resultados com outras estagute guias dielétricos

Guia de ondaRib I sotrépico

O guia de ond#&ib isotropicq constituido pr meios isotropicos, visto nag- 24, é

analisado a seguir.

As curvas de dispersdo dos mo@s, E*, E** e B sdo vistas na fi25. O modo
fundanental (%) foi comparado com os resultados de [2], com perfeita coacoial

conforme se verifica naigr 25.
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Ar

W

£ = 11.63%

£z=11.74F356

Figura24 - Seccéo transversal do Guia de ORilalsotrépico.

As dimensfeslo guia séo:

w =5.0um
t=0.5um
h=25um

Como pode ser obsemd@a na fig. 25, ha boa concordancieom os resultadoslo 1°

modo,publicadoem [3.

1 -

Guia de onda dielétrico Rib Isotrépico

09 -
08 -
07 -
0.6 -
b
05 -

—— presente trabalho
04 4 4 referenda (2]
0,3 -
0,2 -

0,1 4

0

0 150 300 450f(THz 600 750 900

Figura25- Curva de dispersao (b x F(Hz) para o guia de onda rib isotrépico, ond{—ljzz—[ &)/ (g1 — &3).
0
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Os graficos dasurvas de nivetlo campo magnétic(Hy,Hy) foram obtidas para os

doisprimeiros modos de propagacao:

Figura26 - Componentes Hx e Hy do guia de onda Rib Isotrépico.

' FibGréZG';b - (;mpor;éunte' H( modo)em@(=7 Figura26 c - Componente H(2° modo) em &= 7.

Foram utilizados 1800 elementos triangulares.
Guia de ondaEmbedded sotropico

O guia de onda incorporado (Embedded), constitu@oneios isotropicos, visto na
Fig. 27, é analisado a seguir.

As curvas de dispersdo dos modg$-EE,*! e E*! sdo vistas naif. 28 Essedtrés
modacs foram comparade com os resultados de [2¢§om boa concordéncia, conforme se

verifica naFig. 28.
Ar

£ =275 t

£ =
5 213

Figura27 - Seccéo transversal do Guia de Onda Embedded.



As dimensoes do guia sao:
w =6.0um
h= 2.5um

Guia de ondadielétrico embedded

0,9 |
0.8 ]
07 ]
0.6 ]

b 0.5 4 Ey1l

resente trabalho
04 A P

& refaréncial2]
0,3 1

0.2 1
0.1

0,0
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Figura28 - Curva de disperséo (b x v) igao guia de onda embedded, onde \btzfi%sz e b= [kﬁ)2 — &)/
0

(&1 — &2).

Os graficos dagquipotencias do campo magnétidoforam obtidas para odois

primeiros modos de propagacao:

Figura29- Componentes Hx e Hy do guia deda Embedded.

RERE

Jocoe o noue.

Figura 29a- Componente H(E,™) em k = 7

00000
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ciiitiiig:

EE8EiEs8¢E

Figura 29 - Componente H(Ey21) emk=7.

Figura 29c - Componente l,—|(EX21) emk=7.
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Guia dielétricoemn

Os modos fundamentais de um guia dielétricore(wide Hg. 30) foi andisado em
trés diferentes alturad)( ou pes da estrutura:=h0, 0.5 e 1mm (vide fig. 31). A andlise foi
realizada com 1122, 1334 e 1380 triangulos, respectivamente.

3.4 M
£1= 376
£,=25 2 Thim
h &y Ly
1.8 M
o £F L 7 EE

T = o
Figura30- Seccéo transversal do guia de onda
Observase na Fig. 31, queao se diminuir a altura, fa curva de dispersdao do modo
fundamental se¢orna cada vez maimgrime tendendo a dispersdo de um guielélrico

imagem quando ke 0 (dielétricog; = 3,76 sobre um plano de terra)

O comportamento do campo, rpaH=0, (vide Rg. 3X) é semlhante ao do guia

mostrado naig. 16d, que corresponde ao comportamento de um guia imagem.

Guia dielétrico

e —
__—
S

; /////”/;

o I / / -
|4 -
|V
v

1

35

Eet

10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 110 120 130 140 150
F(G Hz)

Figura31 - Curva de dispersdo do modo fundamental do guia deronda
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Figura32 - Componente Hx do guia de onda em
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Fig. 32ai H,domodofundamental, para h=1. Fig. 32b7 H, do modofundamental, para h=0.5.
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Fig. 32ci H,domodofundamental, para h=@Guia dielétrico imagem)

3.3 Conclusaodo capitulo 3

Foram analisams alguns guias dielétricos, iso e anisotropicos, com o objetivo de
avaliar a eficacia do método desenvolvido. Os resultados encontradosctorgroados,
confrontandeos com aqueles publicados na literatura especializada. Verfectambém a
eficiénda do método pelo tempo e numerotdéngulos necessarios para a convergéncia dos

resultados.
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4 CONCLUSAO FINAL

O método vetorial magnético com os elementos finitos, utilizados neste trabalho para
analisar guias de ondas eletromagnéticas, do esplectnicroondas até o da Optica, mostrou
se eficaz na analistasestruturas estudadas, possibilitando avaliar e comparar os modos de

propagacao suportados pelateridasestruturagom resultados obtidos em outros trabalhos.

A malla de elementeBnitos utilizada baseada em elementos triangulares
retangulares, possibilitolalgumas simplificagbes no modelo e, consequentemeni, n
programacdo em linguagem FORTRAN. O programa permitelaborar malhas
automaticamenteom elevadaquantidade ddriangulos Para a avaliagdo das estruturas
estudadas nesttrabalho, utilizararse malhas del800 triangulossuficientes parajue a
convergéncia dosialores de permissividade efetivaedE em funcdo da constante de

propagacaod se processasse num intervadd minutos.

E importante salientar que com 3100 elementos, o tempo de convergéncia se deu em
47 minutos(matrizes cheiagutilizando computador com prossador Rntiun Core 2 uo
2GHz,com diferenca de resultados insignificaate relacdo a malha com 180@rekentos
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APENDICE A - Condigdes eletromagnéticas basicas de fronteiras

Neste apéndice, serdo deduzidas as condi¢cfes basicas de fronteiras relacionadas aos

problemas de guias de awldielétricos, formulados pela componente transversal magnética.
Nos problemas de guias de ondas, as indeterminagbes das equacfes de Maxwell que
surgem entre interfaces dielétricas, paredes elétricas e magnéticas perfeitas, sdo levantadas

pelas conhecidaondicbes que 0os campos elétrico e magnético devem satisfazer nas referidas
fronteiras [6].

O formalismo condizente a este trabalho é obtido em funcdo do campo magnético
transversal. Portanto, é imprescindivel, para concrletjzaiconhecimento das candes que

0 campo magnético deve satisfazer, entre as diferentes regides, na secéo transversal do guia

de onda.Na secdao transversal do guia de onda, as condi¢des de fronteiras basicas séo [6]:

U=|:|,.u'|:|-'£1 }LDJEE,U=D
—_—
n
H, . E, H,.E,

Figura33- Fronteira entre dois @ios dielétricos.

Condicao de fronteira entre dois dielétricos:

Quadro 5 - Condic¢6es de fronteira entre dois meios dielétricos
Entre dois dielétricos Fronteira
AA(ELT E))=0 AA(Eri Ez)=0
AA(HLT H)=0 AA(Hui Hp)=0
it-(D1i D2) =0 7 A ([edErel [e2E2) = 0
#i-(B11 By) =0 AA(Hui Hp)=0
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- Parede condutora elétrica perfeita (PEC)

Figura34 - Fronteira elétrica entre condutor perfeito e um meio dielétrico.

Quadro 6 - Condicdes de fronteira entre condutor perfeito e meio dielétrico
nAE=0 MAE=0; TAE,=0; E'tang= 0
7-B=0 77l)'FI)t:O; ﬁnormal:O

- Parede condutora magnética perfeita (PMC)

Figura35 - Fronteira condutora magnética perfeita.

Quadro 7 - Condicdes de fronteira entre meio dielétrico e meio caolutor magnético perfeito
nAH=0 ﬁtang: 0
n-D=0 n- ([e]lEY) = 0; [€]Enorma= 0

- Fronteiras no infinito (Guias de ondas abertos)

H(r=0)=0E(r=w)=0

Esta fronteira ndo € incluida na analise, pois aasggue serdo considerados estéo
encerrados entre paredes elétricas e magnetisasestruturas fechadas, na qual a blindagem

nao interfira na solucao, as equacdes de Maxwell reduzidas [6], para ondas diretas sao:
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Quadro 8 - Equacfes de Maxwell reduzidas
Vt/\Ht = J o gogr EZ

Vt/\ﬁt:jco uoﬁzf

- Z)/\ (yﬁt"' Vtﬁz) :j(DSOSrEt

Z/\ ()/Er" Vtﬁz) :j(l)},toﬁt

Vt‘ﬁt: +’Yﬁz

Vt‘ﬁt: +'YEZ

- Resumo das condic¢des de fronteira do campo magnético

As condi¢cds de fronteira que as comporentransversais do campo magno

devem satisfazer, nas respectivas interfaces, sao:

1) Interface entre dois dielétricos

Quadro 9 - Resumo das condi¢des de fronteira entre dois dielétricos

Component tangencial Componente normal
#i (D17 Dp) =0
i A (Hyi Hp) =0 7l ([e "E1zV [e2]-1E2) = 0

Substituindo(E 1,€ E»,) em @A)

ﬁ A (Etl.l' EtZ) =0 ﬁ '(Vt/\ﬁtlT Vt/\ﬁtz) =0
SubstituinddEy e Er2) em @A) temse:
B . (9B)
nA ([81]'1Vt/\Ht1 T [82]'1Vt/\Ht2) =0

(9A)

2) Parede condutora elétrica perfeita (PEC)

Quadro 10- Resumo das condi¢des de fronteira entre meio dielétrico e condutor elétrico perfeito

Componente tangencial Componente normal
7t A (E5)=0 #-H =0
SubstituindaE, em (8A) temse: Portanto:
7 A ([e] VerH)=0  (10A) i-H =0 (10B)
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3) Parede condutora magnética perfeita (PMC)

Quadro 11 - Resumodas condi¢des de frontea entre meio dielétrico e parede magnética perfeita

Componente tangencial

Componente normal

H,=0
Vt‘ﬁt:O
ﬁAﬁt:O

Substituindo EI’Z e ﬁt) em @B) temse:
VeH =0 efirHi=0 (@1A)

fi(cE) =0
SubstituinddE,em BA) temsse:
i -(VinH) =0  (11B)
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APENDICE B - Formulag&o da equac&o delrholtz,

pelas componentégansversais doampo magnético

Neste apéndicesera obtida a equacdo de onda em funcdo.estan das componentes

transversais do campo magnéticq (Hiy).

A equacdo de Helholtz relacionada aguia de onda dielétrico é obtida pelas

equacoes de Maxwekpresentada no capitulo 1, eq: 5.1

VA (& 'VAH) - K H = 0 (B-1)

Onde E]™ é o inverso do tensor permissividade relativa do meio.

B.1  Calculo do inverso do tensorg,]™

O meio dielétrico anisotropico de interesse, neste trabalho, é caraliepei®

seguinte tensor de ordem 2

[e]=|&yx &y O Exz= Ezx = Eyz = &2y =0 (B-2)
0 0 &,

O inverso do tensog] é:

) EyyEzz  —EyxEzz 0
-1 —
[8] G (exnt vmtry) gxy Ezz Exx €22 0
ZZ\EXXCYYy ™~ cyxexy.
0 0 (&xxEyy —ExyEyx)

Portanto:
L N
[8] :(8xx5yy_5yx5xy) _gyx Gax o+ 0 0 i
0 0 0

Chamando d]™* =[k] para aliviar a notacdo e D = Det][{= Det [e ]; =

Exx sxy
Det[ ]= ErnEvy — ExnsE
gyx gyy ( XX<yy Xy yx)
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Temse:

T Y ke ke O

gfx sljx xx xy
[k]:FF 0 [=[kyx kyy 0

y
0 0 i 0 0 kzz

Ezz

Portanto, a inversa do tensor permissividadé: ser

[6] "=[K]= = (8t - 827 - 2y IE + £, 77) +(-)7Z (B-3)

A notacdo tensorial, equacae3Bpode seestendida a forma matricial:

[KI=lkd + ()22

B.2 Decomposicao do operador nabla{) e do campo magnéticol_() em componentes

transversais elongitudinais.
O campo magnético é decomposto [6]:

H(x,y,2)={[Hx(x,y)X + Hy(x,y)y + H(x,y)Z]} e 7%

H(X,y,Z):[ﬁt(X,y) +ﬁz(x,y)i] e ”? (B'4)

Representze 0 operador nabgsor.
d ., 9 a
=[—X+=V] +—
v [axx 6y§;] azz
O operador nabla é separado em suas componentes transversais e longitudinais:
Q. ., 0
= + — =(—x + —
V=V, o, Z ondeV; (axx 3y y)

A analise é feita com ailio da onda diretae("’?). Portanto, o operador nabla se

escreve.

V=V, -7 (B-5)
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B.3 Decompondo a equacéo da onda

A decomposicdo da equacdo B.1 em suas respectivas componentes transversais e

longitudinais, devido a algumas particularidades, sera efetuada cuidadosamente.

B.3.1 Relacionando a parcelafl'([a]'1VAﬁ)
Substituindo a equacaoB e (B5) na parcela f
Ti=([Kle + kes2Z )[(Vi - ¥2) A (He + Hi2)]

Pela propriedade da distributividade:

T1=([Kl« + ko222 )[VirAH; + (ViAHZ - yZAH))] (B-6)

Na eq. (B6):

ViaH; = (componente logitudinal)

(VinH7Z - vZAHy) = (componente transversal)

O termo T, se escreve:

Ti=[K] ¢ [VeA(H2Z) - v(ZAHY)] + (Koz VirHy)Z (B-7)

Na equacadB-7), percebese que ainda ha um termo com a componente longitudinal
do campo magnético (H Este termo sera substituido pelo termo da componente transversal,

com auxilio da equacao de Maxwell.
V-H=0

otz _ o

Logo Vi¢H;+ P

Obtém-seH, em funcao dﬁt, ou seja:

H=+ %Vt‘ﬁ)t (B-8)

Substituindo a equacao-@ em (B7), concluise:

Ti=[K] u{%[vm( Ve Hy) - YEAH)} + (Kez Va7 (B-9)
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B.3.2 Equacéao de Helmholtz é decomposta em componentes transversais e longitudinais

A equacéo (BL) se escreve:

VAT1- k?H=0 (B-10)

Substituerrse a equacao (B), (B-5) e (B9) na equacéo da da, equacéo (BO0).

A equacéo (BL1) é decomposta em componentes transversais e longitudinais:

(Vi-vZ) A {[Klx [ﬁ[vt A(ZVi- Hy) - y(ZAHY)] + (K VirHy )} -ko2(Hy + HZ) = 0 (BL1)

Componente transversal

(ViA(Kez VinHy) - vZ A{ K] [ﬁ[vt A(ZVi- H) - y@EAH)} T koZH =0 (B-12)

Componente longitudinal

Vin (Kl [%[vt A2V HY) - y@EAH) - kH,= 0 (B-13)

A parcelayza[ kViaH:] = 0, pois[ k.ViAH;] € um vetor longitdinal.

B.3.3 Prova de que a componente longitudinal da equacédo de helmholtz é identicamente
nula.

Neste item serd verificado que a equacad 3B referente a componente longitudinal
da decomposicao da equacdo de Helmholtz, é identicamente nula. A$simulacédo do

problema se reduz unicamente a equacédo de Helmholtz transversal, eqeb2fo (B

Para simplificar o raciocinio, sera considerado um meio dielétrico isotrépico,

homogéneo, de permissividade relativa

gi 0
kel ="
0

1
&r

A equacédo (BL3) é reescrita, como {f

T,=V, /\{i[%(vt/\(fvt-ﬁt) ~y@AHOT} T k2H, (B-14)

Retornase a compaente Iongitudinal,lfl)Z = i(Vt-ﬁt), na primeira parcela da equacao

(B-14):
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To = Ve A{HVinHZ) - L(EAH)} T kZH 2 (B-

15)

Usase a identlade vetoriaVa(H,Z) = - ZAV:H, ha equacdo (B5):

T,=- i{ Vi ANGAVH ) - ¥ VIA@AHDY T ko2H 2 (B-16)

Usamse as identidades vetoriais:
Vi ANGAViH, ) = ZVe(ViHy) T (Z-V)ViH ;= 2V (ViH )
Vi NEZAH) = ZVeH T (Z-V)H, = ZViH,
Observe quéz-Vy) =0

Substituindo em (BL6) temse:

T2=- i{ZVt.(Vtﬁ 2) +yZVeH)]} T ko' H 2

— 2 —
T,=- E{g—ertsz+ Z—rHZ}+ k2H, (B-17)

Na equacéo (B7) foram usadas as seguintes consideracoes:

Primeira parcelaVy(V:H, ) = ViH,

Segunda parcelaVy-H; = yz(%vt-ﬁt) =v%H,

A componente longitudinal () satisfaz, para qualquer modoJEu HE,,, em que

H,+#0, a equacéo escalar de Helmholtz.

V[Zﬁz + (kozgr + yz)ﬁz = O

Portanto ginzﬁ 2= - (k2 + ’;—2)17 . (B-18)

Substituindo a equacao-(&) em (B16):
T,=- Z[givtzﬁz+ (’;—2 + ko) H] (conforme queriamos demonsirar

Provase que T=0 é identicamente nulo, po&*H, + (ko> + y2H,) = 0
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Portanto, a equacdo de Helmholtz, que rege a propagacdo de ondas eletromagnéticas
em guias de ondas dielétricos, é estabelecida somelaie @emponentes transversais do

campo magnético, ou seja:

Hi(x,y) = H(X.Y)Z + Hy(X,y)y
Via(Kz VinHY) - 2 A{[K]t [ViA(ZV1- H) - v?GAH)]} T kZH =0 (B-19)
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APENDICE C - Formulaciovariacional a partir do método de GalerdBudnov

Neste apéndice, obtése a formulacdo variacional dos problemas de valores de
fronteiras, referentes aos guias dielétricos, a partir do MétoGaldekinBudnov. Também

sera demonstrado que a integrafrdateira relacionada ao termo:

<Via(keVinHY), §> = < koVirHy, Ving > - § k, [HA(VinHy)idl (C1)

E identicamente nula.

C.1 Formulacéo Variacional pelo Método de GalerkinBudnov

O operador responsavel pelo formalismo doms de onda dielétricos, equacgéo (14)
do capitulo 1:

Lt(ﬁt) = ViA( Kz Vi ﬁt) - ZAl(Ke) (Vi (2 Vi H )]+ YZZ)/\[(ktt) A ﬁt)] i ko’Hy=0 (C-2)

Contém dois termos que necessitam ser enfraquecidos, para se miapeaiacao

forte do esp a(;d-(zs (Q)) ao espagd-(lg (QQ)), referente a formulacéo fraca. Estes termos séo:
T1= <[Ve A(Kzz Vin HY), G >
To=-<ZA[(Ky) (Vin (Z Vi- ﬁt))] , ¢>

Neste apéndice, a énfase sera dada ao enfraquecidtetdomo (T), o termo () é
referenciado no apéndie®.

O termo (T) define um produto escalar no espaco de Hilb (Q)):

T1= <[Vi Ak Via H)L, > = [[[Via( Kez Vi H)@ "dOQ (C-3)

Para aliviar a escritura, o simbolo de conjugacéao fica subeentendide2m (C

O termo (%) é enfraquecido pela identidade vetorith-(ﬁ/\E)) =
B-(Vind) - A(VinB), com as consideracbes seguintds= @ e B = k,VinH. Este
enfraquecimento € apresentado na eel)(C

Aplica-se 0 Método de&salerkinBudnov no operador, equacao @), projetandeo

nos dois espagos de ponderac@of gym}, de acored com as equacdes (1§ e (162) do

capitulo 1.
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Pela equacao (17) do dago 1:

n=1, 2, 3£¢é. NG

<[Vin( keVin HY)L, Bun > - < Z A [(Ke) (Ven (Z Ve He))] L B> + 72 < [Z A (el (ZAHY)], Bun>
- ko2< ﬁt, (_P)xn >=0 (C'4)

Pela equacéo (18) do capitulo 1:

m= 1,2,3é.NG

<[VA(KeVin HYL, Gym> - <[ ZALKe) (Vin (Z Vi- HO) L Gyml > + 1< [Z A(Tke] EAHD))], Gym>
- ko2< ﬁt’ (_P)ym >=0 (C'5)

O funcional relacionado ao método variacional € obtido pelo seguinte artificio:

Multiplicam-se as equacGes-J e (G5) respectivamente pINeY g, ey Gyl Tym:

- Primeira equacéo (@)

<[Vi A Koz ViA HYL ZNE Qo Bxn > - < Z A [(Ke) (Ven Z Vie HO) L IV @ Gen > +9° <
[Z A (Ke] GAHD)] DN Gen Bxn > - ko’< He, YNF Gen Gxn> = 0 (C-6)

-  Sequnda equacdo{&)

<[Vt/\( Kzz Vi A Ht)] Z Qym (Pym > - <[ Z N [(ktt) (Vt/\ (Z Vi - Ht ))] Z CIym (Pym] >+

V< [Z A (K] GAHD), B0 Gy Gym > - Ko< Hy, T2, Gy Bym> = 0 (C-7)

Somando as equacdes@e (G7) e reconhecendo o campo transversal como:

gaf Qxn Pxn + Zﬁazyl 9ym (—P)ym = ﬁt (C-8)

Deduzse a expressdao variacional a partir do Métod@alerkin-Budnov

F(H) = <IViA(Kez Ve H)L, He> +7°< [2 A (ke EAH))] He> - ko< Hy, He> - {< 2A[(Ky)
(Vin (Z Vi H)) , He>) (C-9)

O funcional caracterizado pela equacéde9jCe considerado um pseutiocional,

pelo fato de um de seus termos, o Ultimo entre parénteses, ndo sadjanto. Para se
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estalglecer um funcional de um problema de valores de contorno, o méadoional exige

gue o operador que o caracterize seja-adjonto.

Para contornar este impasse, Anilddlidentificou a parcela%-ﬁt) como uma fonte.
Consequentemente, nao intefere no proceso de minimizacdo do funcidhal@4problema
de contorno, respeitandopoincipio variacional, € formulado por um operador aadigunto

mais um elemento de carga que é a fonte, ou seja:

Operador aut@adjunto:

Li(H) = Via( kez Via H) + 92 [Z A ([Ke] (ZAHY)] - Ko Hi (C-10)

Elemento de carga: A fonte
Gu(Ho) = ZA([ke] - VAEVeHY))

O problema de valores de ftteita passa, entdo, a ser regido por:

L1(Hy) = Gu(Hu)
com as condi¢cBes dmnteiras estabelecidas no agi&e A. (C-11)

A formulacéo (C11) define um problema de valores de froiateuja solucéo é obtida

minimizando o funcional quadratico-gi:

F(Hy) = < Lu(Hy), Hy> -2< Gy(Hy), H> (C-12)

A técnica sugerida por [1] consiséen minimizr o funcional (C12) sem inteferencia

deHy, e apos a minimizacao, reconsiddigrcomo a funcao tentativa, equacaegC

A minimizagdo do funcional (@2) se fundamenta na anulacdo de suas primeiras

variacoesty,my)

h=1,2,,36é. m:G"aF;—Hf):o (C-13.1)
m=1, Z,ﬁéN@:?ZO (C-13.2)
ym

A minimizagdo do funcional, equacbes-18.1) e (GC13.2), resulta no sistema de

equacodes (&) e (C5) obtidas pelo Método de GalerkBudnov.
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E interesante salientar que o sistema de equacBes obtido pela minimizagdo do
funcional estabelecido sob a norma rigorosa do método variacional [7], equatdp €C
idéntica a econtrada ao se aplicar o crite de GalerkinBudnov ao pseudfuncional,

equacao (€9).

C.2 Prova de que o termo de frontea da eq. (G1) é nulo

Como ficou evidenciado ndem anterior, a formulacdo do problema de valores de

frontdra é enfraqueada, por dois termos. Um deles é:

<[ViA( kzz Vin HYL, He> = <ka(ViaHy), ViaH > - 6 K, [ HA(ViaHy)] -idl (C-14)

Onden , pelo teorema da divengéia, € o vetor unitario orientado para fora do
dominio Q).

Neste iem, sera provado que o termo relacionado a fioaté idénticamente nulo em

qualquer uma das trés fronteiras que contornam o estrutura:

1) Fronteiras elétricas

ﬁ'ﬁ)t =0

2) Fronteiras magnéticas

T_i/\ﬁt:O

3) Fronteiras entre dois meios quaisr

Aplica-se ao termo de fronteira da equacadld a propriedade do produto escalar

triplo:

Tr = $ Ky 71 [HA(ViAH)A! = 6 Ky [(VirH)-(7 A Hy)]dl (C-15)
(VinH)) = joece2E-Z em (C-16)
T, = jogof E,[Z-(7 A Hy)ldI (C-17)

Em (G17) foi utilizado o valor dek= L

&2z



94

Para os tretipos de froniea, vide equacao (L7):
- Fronteira elétrica E= 0 -> o termol, =0

- Fronteira magnética A H;= 0 -> o termoT, =0
- Fronteira entre duas regifes dielétricas

Trz= [ Ef{Z[#i1 A Hu+ 7ia A Hol}dl
Onden,=-1n,=1, logo:

Tio= [ E,{Z-[l A(Hu- Hp)J}dl

Pela condicdo de frorita entre duas regides quaisquéra( Hu - Hp) = 0, vide
apédice A, egacao (A6). Portanto, o term®,,, relacionada frontéra da equacéo (T) é

identicamente nulo. A formulacéo é enfraquecida por:

< vt/\(kzzvt/\ﬁ)t), (_[)) >=< kZZVt/\ ﬁt, Vt/\(_p’ > (C'18)
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APENDICE D - Enfraquecimento do termaE - < Z A [(Ke) (Via Z Vi- Hy))], >

Neste apéndice sera dado énfase ao enfraquecimento do terdw ifEm C.1,

apédice- C.

Este mapeamento é de suma importancia para forsellarproblema de valores de
frontdra na forma fraca, ou sejmo espaco de Hilbert com o dond das funcdes

admissiveis, majorado com relacéo a forma forte.
O termo & em Hg)’ (Q), se escreve:
=— ff ([Kee] (Ve A (Z Ve - Ht D] -edl
Os termos do integrando séeaeumados sob aeguintes consideragdes:
a) chamandms: 4 = @; B = Z; C = (k) ViA (Z V- Hy)
b) propriedade do pruduto escalar triﬁl()ﬁAf) = 6-(A)A§)
Portanto’g-[ZA[Ke] (Vi A (Z Vi- H))] = [Kel Via (Z Vi Hy)- (9nZ2)

O termo T, se escreve:

To=+f], (kd (VinZ VeH)-(Z7 $)dQ (D-1)

Em (D-1) foi usadq@az) = - (ZA ¢)
Como o produto escalar € comutativo:
[ViA(Z Vt'ﬁt)]'(fA }) = ZA @) [Vin(Z Vt'ﬁt)]

A equacéo (Bl) se expressa:

To= +[] v [kl GA 8)-(VeAE VeH)]dQ (D-2)

Em (D-2) identificamse:

-

A=[ke](ZA)
E =Z Vt'ﬁt
O grau de derivacao na parceig- H. é diminuida pela seguinte identidade vetorial:

Ve(AAB) = B-(Vind) - A-(VinB)
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Seja

Velkd [GA @AE ViHY)] = (2 VeH) [VA(Kd GA D] T [Ked GA 8)-[Vin Z VeHY)] (D-3)

Ordenando os termos da equacaej@oerentemente com o integrando de2jb

[kl GA@)[ViAEZ Vi-H)] = (Z VeH) [Via(kdd GA )] -Vellkel GAGIAE VeH)]  (D-4)

Substituindo (B4) em (D2), obtemse o termo Tenfraquecido:

To=[fy  (VeH)ZIVA(kd GA®) 1 d k] [GA BIAE VeHy)]-idI (D-5)

No ultimo termo da equacdo {&) foi usado o teorema da divergéncia. O vetor

unitario7 é orientado para fora do dami (Q2). Como (V+H;) é uma funcéo escalar, ) é

re-escrita:

To=[fy,  (VeH)ZIVA(kd GAB) 1 d §(VH)ZA(Kd Ga )]l (D-6)

Observe que I=-<Z A [(ke) (Vin (Z Vi- H))] L ¢ >
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APENDICE E - Andlise dos termos que compdem arfalacio
adaptada ao métodimselementos finitos

No item 1.3 do capitulo 1, é apresentado isia de equacdes (26) e (27), préprio ao
formalismo adaptado ao método dos elementos finitos, onde os termos se encontram, ainda,
dificeis de se#m manipulados convenientemente

Este apéndice ira analisar cada termo de ambas equacgles, de formalastorna

inteligivel a aplicacdo do método dos elementos finitos.

Seja 0 campo transversal:

NGx NG
O =D ()R + Dy (N (,)5) ED)

m=

E.1 Equacéao obtida pela projecdo do operador no espaco dos vetores de ponderacéo

a)Pn(X’y) = NPx (x' }’)7‘-') , €4. (20)

T1 = o ke Via(Hx® + Hy3 )] [ViA(NpZ)]dQ (E-1.1)
ViA(Ned) = - 222 7
Vi = (V) + (VinBy5) =7 (G2 - % (E-2)

Substituindo (E2) em T, eq. (E.1.1)

aHy aHx) apr dQ (E-3)

Tl - .”Q zz( ay ay

Levando (E1) em (E3), temse o termo 1 apropriado ao método dos elementos

finitos:

dy 0dy

_ NGx ONp, ONp . NGy dNp, ONp,
T —anl Gy Jgy, oz (5 )0 Zmzl By Sy, K2z ( % ox )dse (E-4)
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E12 T, = [f, (V. Hp) {Z[Ver([kee] (2ANpy) ]}l

Vt/\([ktt](Nijj) = Vt/\[kaxf i D_C)kxy.')_} [ .')_}kyxf + .')_}kyyj} + Ekzzz]'(Nij})
Entao,
Vt/\([ktt](Nijj) = Vt/\[(kxyNPx)f + (knyPx)j}]

Aplicando o rotacional transversal:

ONpy

Vt/\([ktt](Nij;):Z)[( yy an) (kxy ay )]

Portanto,

ONpy ONpy

Z[Vt/\([ktt](Z/\f))NPx: (kyy dx )+ (kxy dy ) (E'S)

NGx
Sabendo quév-H =z Ax,, (aN") + z Ay, zv_m
n=1 m=1 y

Temse
T2 = SN @, Jloe Ky (E52) + (o (TS + T qy, Jloe (5 Z2) + (e
(G Zmds, (E-6)
13 Ta=7ff (Z Alka) @A (H:& + HY)]}(E Nex)ds:
As parcelas do integrando séao explicitadas:
7 A (He + H3) = H - HyZ
[ke] (Z A (HX + HyY)) = [Xkox X T Xkyy Y T YkyyX + Yy Y + Zk . Z]- (Hey + HyX)
= X (KuxHy + KeyH) + Y (KyyHx + KyxHy)
Entao,
ZA(Kd (2 A (e + Hy9)) = - [Z(kyyHx + KoxHy) + F(KaHly + KeyH )] (E-7)

Substituindo (E7) en Ts:

'Yzﬂge Npx[% (kyyHx + Kyxfly) + 3 (Kacly + kg H )] 20
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Portanto:
Ts= 'Yszge pr(kyyﬁ « + Ky y)dse

Substituindo as respectivas componentss k), equacao (B) em T:

Ts= _yzzggf CIxn-UQe kyy(NPan)dSe - YZZiVnCS; CIym-”Qe kyX(NPme)dS? (E'8)

E.1.4 A integral de linha
T4=§ (Ve H){ ZA(Kd] (Z A ®)N,yy ) -idl
7l € 0 vetor unitario direciado para fora dos dominios dos elementos finitk (

Os termos do integrando sédo explanados pela notacéo tensorial:

[ktt] (Z N J_C))pr = [J_C)kxxf i J—C)kxy)_") i }_/)kny_C) + ykyyj} + Z)kZZE] 'prx = (‘J_C)kxy + yk)’)/) pr
ZA([Ke] (¥ Npx)) = [F(ZAX)kxy + (ZAY)Kyy] Npy = - (XKyy + VKxy) Npy (E-9)

Substituindo ovi-H;e (E9) em T, temse

OHy

J0H - - —
Ta= -6, Npu(55+ a_;) (Xkyy + ykyy)- ndl

A integral de frontea é explicitada:

L . NGx aN NGy aN.
Ti= - leyy (R) + kyy G 7N , § (N 52) > Gy §, (N 53 A1) (E-10)
n= m=

EL5 Ts=ko'[f, (He@,)ds

O integrando se escreve:

R NGx NGy
(Ht'(PpX) = [Z 1an(Nn)x + Z 1Qym(Nm)Y] 'prx
n=

m=

Portanto:

NGx
Ts= kozz G [y, Npx Nn0Q (E-11)
n=
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E.2 Equacao obtida pela projecao do operador no espaco dos vetores de ponderacéo
{8,,= Npy(x, )7}, €q.(21).

Considerandaz_p’py no lugar de?p’px, este tem se desenvolveom raciocinio idéntico ao do

item (E1.1).

E2.1 T1= [ ke Vi A (HX + HyY)]-[Via N,y y]dQ
OndeB: 1,2,y3éNG

Via(N. yY) =

OH,

0H
VinH = Vi (Hid + Hyy) =203 = 33

)

O termo T, se escreve:

_ OHy, ONpy

T1= ff kzz( ax dy ) ox o 002

Substituindo as componenteskie equacadE-1.1), temse:

NGx Ny N, NGy INpy ON,
Ti=- Z G o kzz (75 dse + z D Mo, kze (B Hds (E-12)
_ o

E.22 Ty= ffge(vt H){ Z-(Vin(Kke] (Z A YIN,,)}dse
VA([Kd] (Z A YINpy) == ViA(Ke] Npy X) = = ViA[(XKyx - YKyp)] N
Assim,

apr ONpy

+ kag 2]

Via([Ke (Z A YI)Npy) = Z[ kyx

O integrando do termo,T

6pr

(Ve H) [ kg + ko 52)] = (K gl + ko a2) (G + 22 (E-13)

Substituindo (K, Hy), equacéo (B) em (E13), temse o termo T.

NGx dNpy ON, ANpy AN, NGy P—
Tzzzn_l Ax, ffge[kyx( a:y E) + koo ( a;y E)]dse + Zm_l ay,, ffge[kyx ( azy W) n

9Npy ONm ]
o (), =




















































